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 i 
RESUMO 
 
Aplicações da Trigonometria em Astronomia é, como o nome indica, uma dissertação sobre 
aplicações de conhecimentos de trigonometria a alguns problemas astronómicos.  
A construção de calendários, a determinação rigorosa do início e fim das estações do ano, ou da 
previsão de eclipses, ou ainda o estabelecimento do começo do mês lunar, são apenas alguns 
exemplos de problemas astronómicos que não teria sido possível resolver sem a utilização da 
matemática, e em particular da trigonometria, como ferramenta principal. Esta dissertação 
baseou-se assim na elaboração de um conjunto de conteúdos relativos ao aproveitamento dos 
conhecimentos da trigonometria para o desenvolvimento da astronomia.                    
Começamos por fazer uma contextualização histórica das ligações entre a matemática, 
especialmente a trigonometria, e a astronomia, desde o período da Grécia Antiga até à 
trigonometria e astronomia no Renascimento, abordando ainda alguns aspetos da trigonometria 
indiana e islâmica. Esse é o objetivo do Capítulo 1. 
De seguida, no Capítulo 2, são apresentados alguns elementos de astronomia, importantes para 
os capítulos seguintes. Como a astronomia é uma ciência que ‘vive’ da observação, o registo das 
direções observadas é fundamental. Por isso, neste capítulo, são identificados e apresentados os 
sistemas de coordenadas e os sistemas de tempo mais utilizados em astronomia, já que sem eles 
não seria possível perceber as aplicações da trigonometria que iremos apresentar.  
Igualmente importante é saber efetuar a transformação de coordenadas de um sistema para outro, 
e esse assunto será tratado no Capítulo 3. 
Os últimos três capítulos são então dedicados aos exemplos que decidimos escolher para ilustrar 
problemas astronómicos possíveis de resolver de uma forma relativamente simples recorrendo à 
trigonometria.  
Assim, no Capítulo 4 fazemos o cálculo de paralaxes e distâncias astronómicas. No Capítulo 5 
tratamos o problema da construção de relógios de sol, e finalmente no Capítulo 6 debruçamo-
nos sobre os movimentos espaciais das estrelas. 
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Abstract 
 
Application of trigonometry in astronomy is, like the name suggests, a dissertation about 
applications of knowledge of trigonometry to some astronomical problems. 
The construction of calendars, the determination of the precise date of the weather seasons, 
prediction of eclipses, or even the start of a lunar month are some of the examples of these 
astronomical problems which could not be solved without the use of mathematics, in particular 
trigonometry, as a fundamental tool. This dissertation is based on knowledge about 
trigonometry applied to astronomy. 
To begin with, in chapter 1, we’ve decided to contextualize the connection between 
mathematics, specially trigonometry, and astronomy, since the period of the ancient Greek until 
the Renaissance period. We included some aspects of the Indian and Islamic trigonometry. 
Secondly, in chapter 2, and to better understand the following dissertation some elements about 
astronomy will be discussed. Astronomy is a science where observation is an important key, 
additionally, the record of observed directions is fundamental. For that reason, in this chapter, 
the exposure and explanation of the more conventional coordinate and time systems (scales) in 
astronomy is essential, given that without fully understanding of these concepts it would not be 
possible to further read the document. 
Furthermore, in chapter 3, and as equally important is to understand the transformation of 
coordinates from one system to another. 
The last 3 chapters are dedicated to examples that illustrate, solvable and relatively simple, 
astronomical problems using trigonometry. 
Next, chapter 4, consists of calculations of parallaxes and astronomical distances. Chapter 5 
explains the construction of sun clocks and finally, chapter 6, addresses the special movements 
of stars.  
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 6 
MOTIVAÇÃO E OBJETIVOS 
 
Este trabalho integra-se na minha realização enquanto professor de matemática. Os conteúdos 
aqui abordados referentes à trigonometria, são uma parte fundamental desse mesmo trabalho. 
Além de que a própria trigonometria acaba por se relacionar com outras vertentes da matemática 
como a geometria, o cálculo, a análise vetorial, equações diferenciais, derivadas, etc. Daí a 
importância da trigonometria no ensino/aprendizagem da disciplina de matemática como um 
todo, e ainda entre outras áreas tão atuais como a Física e a Astronomia.  
A astronomia, em particular, desempenha tradicionalmente um papel importante na motivação 
dos alunos para o estudo das ciências em geral, e pode por isso ser um fator decisivo no 
aprofundar de conhecimentos matemáticos. 
É usualmente reconhecido que a astronomia é a mais antiga das ciências, mas podemos também 
dizer que é simultaneamente muito moderna.  
No passado, a astronomia teve um papel muito importante na sobrevivência do Homem 
primitivo, pois a noção e compreensão de fenómenos como a sucessão dos dias e das noites e 
das estações do ano, davam por exemplo indicações preciosas sobre a época em que era possível 
caçar e colher produtos da terra para o Homem se alimentar e sobreviver. Os astros também 
seriam utilizados na sua orientação durante as longas caminhadas, necessárias por exemplo para 
a ida à caça.  
Podemos igualmente reconhecer a astronomia na vida quotidiana ao longo dos tempos. A 
construção de calendários, o conhecimento das marés, a previsão de eclipses ou o 
estabelecimento do começo do mês lunar, são apenas alguns exemplos bem conhecidos de 
problemas de âmbito astronómico, com ligações à vida quotidiana, cuja resolução não teria sido 
possível sem a utilização da matemática e, em particular, da trigonometria como ferramenta 
essencial.  
Nos dias de hoje a astronomia moderna tem evoluído e ajudado no estudo de muitos fenómenos 
e em muitas descobertas. É comum, por exemplo, encontrarmos na comunicação social notícias 
sobre a descoberta de novos planetas ou de algo que desconhecíamos sobre o espaço 
interplanetário, mas também sobre a origem e evolução do universo. 
Assim, tendo em conta as razões atrás enunciadas, escolhi fazer o meu trabalho dentro desta 
área como forma de adquirir e aprofundar de um modo mais amplo e preciso os meus 
conhecimentos, sendo peça fundamental a ajuda e as sugestões do meu orientador, Professor 
Jorge Paulo Maurício de Carvalho, na escolha do tema da dissertação: “Aplicações de 
Trigonometria em Astronomia”.  
Nesta dissertação pretendi fazer uma abordagem, numa perspetiva histórica, de alguns 
conhecimentos de trigonometria, relacioná-los com problemas de âmbito astronómico e 
sublinhar a importância da trigonometria no desenvolvimento da astronomia enquanto ciência 
de investigação.  
O trabalho que agora se apresenta está dividido em seis capítulos. 
No primeiro capítulo fazemos uma abordagem à matemática, em particular à trigonometria, e à 
astronomia desenvolvida por algumas civilizações em determinados períodos históricos 
importantes para esse desenvolvimento: 
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1 Matemática e astronomia na Grécia Antiga: neste período de ouro da civilização grega, na 
aplicação da matemática ao estudo da astronomia, é desenvolvida a trigonometria, sendo 
os gregos os primeiros a desenvolver um modelo matemático do universo, o chamado 
Modelo Geocêntrico.  
2 A astronomia antes de Ptolomeu: os pensadores da Escola Pitagórica, utilizando algum do 
conhecimento criado pelos babilónicos, propuseram inicialmente um modelo de universo 
muito simples, que consistia em apenas duas esferas concêntricas, a esfera da Terra, 
imóvel, e a esfera das estrelas ou esfera celeste. Nesta esfera existiam vários círculos 
máximos importantes para a astronomia, como, por exemplo, o da trajetória anual do Sol 
através da esfera celeste, o qual se designa por eclíptica. 
3 Hiparco e o nascimento da trigonometria: Hiparco usou um sistema de referência baseado 
no equador celeste, e, para ser capaz de relacionar as coordenadas de um ponto num dado 
sistema de coordenadas com as suas coordenadas no outro sistema, foi necessário 
desenvolver a trigonometria. 
4 Cláudio Ptolomeu: foi pensador de ciência, matemático, astrónomo e geógrafo, e foi o 
autor do modelo de universo geocêntrico mais evoluído que a civilização grega construiu. 
Neste período importante para o desenvolvimento da astronomia era essencial a resolução 
de triângulos planos e esféricos. Ptolomeu conseguiu calcular os parâmetros do modelo 
excêntrico do Sol e usou, o teorema de Menelau para resolver triângulos retângulos 
esféricos - triângulos compostos de arcos de círculos máximos, onde dois dos arcos se 
encontram num ângulo reto. A primeira aplicação destes desenvolvimentos, feita por 
Ptolomeu, foi a determinação das coordenadas equatoriais celestes do Sol (declinação δ e 
ascensão reta α). 
5 Trigonometria indiana: o trabalho indiano mais antigo, conhecido, que inclui trigonometria 
é a obra Paitamahasiddhanta. Para fornecer uma base para os cálculos de trigonometria 
esférica necessários para resolver problemas astronómicos, o Paitamahasiddhanta contém 
uma tabela de “semicordas”.   
6 Trigonometria do islão: o desenvolvimento da trigonometria do Islão esteve intimamente 
ligado à astronomia e, assim, em geral, os textos matemáticos de trigonometria foram 
escritos como capítulos de trabalhos astronómicos mais extensos.  
7 Geometria e trigonometria na europa medieval: a trigonometria no período medieval não 
terá sido usada para medir triângulos terrenos, tal como se pode verificar em duas obras 
trigonométricas do século XIV, uma do monge inglês Richard de Wallingford (1291-1336) 
e a outra do judeu francês Levi ben Gerson (1288-1344). 
8 Astronomia e trigonometria no renascimento de acordo com Dee: a astronomia é uma arte 
matemática que demonstra a distância, magnitudes e todos os movimentos naturais, 
aparências e paixões próprias dos planetas e estrelas fixas, para qualquer momento passado, 
presente ou futuro, em respeito a um determinado horizonte, ou sem respeito a nenhum 
horizonte. 
No Capítulo 2, apresentamos alguns conceitos de astronomia que são elementares, mas sem os 
quais não seria possível perceber o que virá a seguir. Neste capítulo começaremos por definir e 
apresentar alguns dos referenciais mais utilizados em astronomia e que permitem fazer uma das 
mais antigas tarefas em astronomia: o registo das direções dos objetos observados no céu. Os 
sistemas de referência apresentados são as seguintes: sistema de coordenadas horizontais 
(locais), sistema de coordenadas equatoriais locais e sistema de coordenadas equatoriais celestes. 
Abordaremos ainda alguns aspetos relativos ao movimento diurno aparente dos astros e aos 
sistemas de tempo. 
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No terceiro capítulo, teremos a continuação do capítulo anterior, isto é, estabelecemos as 
relações matemáticas necessárias para efetuar transformações entre coordenadas astronómicas. 
Apresentamos as relações para a transformação entre coordenadas horizontais e equatoriais 
locais e para a transformação entre coordenadas equatoriais locais e equatoriais celestes. 
No Capítulo 4 faremos a primeira aplicação dos conhecimentos de trigonometria a um problema 
concreto de astronomia, que é o da determinação de paralaxes e distâncias astronómicas. Desde 
os tempos da Grécia Antiga, que este foi um problema de enorme importância no debate entre 
apoiantes do sistema geocêntrico e os adeptos de um modelo heliocêntrico. Na verdade, o 
sistema heliocêntrico implicava a existência da paralaxe estelar, o que não era exigido pelo 
modelo geocêntrico. 
 
No Capítulo 5 abordaremos os conceitos astronómicos e matemáticos, associados à construção 
de um relógio de Sol. Em particular, refletimos sobre a importância da contagem do tempo na 
vida quotidiana, caracterizamos alguns tipos de relógios de Sol, e faremos a construção 
matemática de dois tipos de relógio de Sol: o horizontal e o equatorial. 
 
No Capítulo 6 apresentamos uma análise relativa aos movimentos espaciais das estrelas, 
introduzindo o vetor velocidade de uma estrela, e definiremos o movimento próprio das estrelas.  
 
Terminamos referindo algumas conclusões finais que julgamos serem importantes relativamente 
ao trabalho realizado. 
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CAPÍTULO 1 
 
CONTEXTUALIZAÇÃO HISTÓRICA 
 
Esta dissertação pretende fazer um percurso histórico sobre aplicações dos conhecimentos de 
trigonometria a alguns problemas astronómicos, sublinhando a importância da matemática, e 
nomeadamente da trigonometria, no desenvolvimento da astronomia. 
Problemas de astronomia ligados, por exemplo, à construção de calendários, à determinação das 
estações, à previsão de eclipses ou ao estabelecimento do começo do mês lunar, são apenas 
alguns exemplos de problemas astronómicos que não teria sido possível resolver sem a 
utilização da matemática, e em particular da trigonometria, como ferramenta primeira.  
A origem e desenvolvimento da trigonometria estão assim fortemente ligados ao estudo da 
astronomia, que utilizou sistematicamente a trigonometria como ferramenta primeira durante 
cerca de 2000 anos. Tinha então como objetivo principal a resolução de triângulos, isto é, a 
determinação dos seus seis elementos, que são os três lados e os três ângulos. O estudo de um 
triângulo conduz assim, às relações entre os seus lados e os seus ângulos. Deve referir-se que a 
palavra trigonometria vem do grego - trigonon: “triângulo” + metron: “medida”. 
Diga-se que quando falamos em resolução de triângulos estamos a pensar não só em triângulos 
planos, mas igualmente em triângulos esféricos que são de extrema importância em astronomia. 
Como dissemos, historicamente, a trigonometria sempre esteve associada à astronomia, mas não 
só. Poderíamos referir também, por exemplo, a navegação, a teoria musical, a ótica, e mais 
recentemente muitas outras áreas científicas. 
A civilização grega, na Antiguidade, talvez tenha sido a que mais terá contribuído para o 
desenvolvimento da trigonometria. No entanto podíamos também referir os desenvolvimentos 
efetuados nas civilizações orientais e na civilização islâmica, e mais tarde na Europa, quer em 
finais do período medieval, quer sobretudo durante o Renascimento. 
Todas as secções deste capítulo são baseadas nas secções: 4.1, 4.2, 6.6, 7.5, 8.1 e 10.3 do livro 
História da Matemática de Victor J. Katz [1]. 
 
1.1 MATEMÁTICA E ASTRONOMIA NA GRÉCIA ANTIGA  
Os pensadores gregos efetuaram desenvolvimentos significativos nas mais diversas áreas do 
conhecimento. Do ponto de vista puramente astronómico, o trabalho mais importante 
desenvolvido pela civilização grega na Antiguidade, terá sido o de Cláudio Ptolomeu. Ptolomeu 
utilizou conhecimentos de geometria plana e esférica, e também ‘inventou’ modos de realizar 
cálculos numéricos extensos.  
Neste período de ouro da civilização grega, para aplicação da matemática ao estudo da 
astronomia, os gregos criaram a trigonometria plana e esférica, e foram os primeiros a 
desenvolver um modelo matemático do universo, o Modelo Geocêntrico. Este modelo, sofreu 
muitas modificações durante vários séculos, entre os tempos de Platão e Ptolomeu.  
De entre os pensadores que mais contribuíram para o desenvolvimento da astronomia 
matemática, podemos destacar, entre outros, os seguintes: Eudoxus no século IV a.C., Apolónio 
 10 
no fim do século terceiro, Hiparco no século segundo, Menelau por volta de 100 d.C., e 
finalmente Ptolomeu no século II d.C..  
 
1.1.1 A astronomia antes de Ptolomeu 
O contacto entre as civilizações grega e babilónica permitiu aos gregos adquirirem 
conhecimentos astronómicos importantes que depois foram utilizados no desenvolvimento da 
astronomia.  
Na verdade, séculos de observação dos céus possibilitaram aos babilónicos a realização de 
previsões relativamente precisas de repetição de vários fenómenos celestes. Estas previsões 
podiam ser simples, como por exemplo o momento do nascer e do pôr do Sol, ou mais 
complicadas, como as épocas dos eclipses lunares. Contudo as previsões eram baseadas 
unicamente no reconhecimento de padrões, nos registos das observações, e não na utilização de 
modelos matemáticos.  
Por outro lado, pensadores da Escola Pitagórica, utilizando algum do conhecimento criado pelos 
babilónicos, propuseram inicialmente um modelo de universo muito simples, que consistia em 
apenas duas esferas concêntricas, a esfera da Terra, imóvel, e a esfera das estrelas ou esfera 
celeste. Apesar de simples, este modelo permitia relacionar vários fenómenos celestes.  
Com a Terra considerada imóvel, o movimento diurno era consequência da esfera onde estavam 
fixadas as estrelas, que se agrupavam em padrões chamados constelações. Estas estrelas nunca 
mudavam as suas posições umas em relação às outras, e formavam um fundo fixo relativamente 
às “estrelas vagabundas”, nome dado ao conjunto formado pelo Sol, Lua e planetas conhecidos 
na altura. Os “sete vagabundos”, como também eram conhecidos, eram o Sol, a Lua, Mercúrio, 
Vénus, Marte, Júpiter e Saturno, os quais vagueavam pela esfera celeste. 
Uma vez que este modelo era composto por esferas, percebe-se como era importante o estudo 
das propriedades da esfera. Deve dizer-se que os Elementos de Euclides não continham qualquer 
menção a estas propriedades. Outros textos escritos no século IV a.C., trataram os elementos 
básicos do estudo da esfera, sendo que a maior parte foi efetuado sempre no contexto de 
resultados com aplicação direta em astronomia, como por exemplo o teorema que afirma que 
“Quaisquer dois pontos na esfera que não sejam diametralmente opostos determinam um único 
círculo máximo”. 
Há vários círculos máximos na esfera celeste que são importantes para a astronomia, como, por 
exemplo, a trajetória anual do Sol através da esfera celeste. Este círculo máximo designa-se por 
eclíptica. Mais à frente definiremos todos os círculos e direções importantes em astronomia, 
bem como os pontos da esfera celeste a eles associados (Figura 1.1). 
 
1.1.2 Hiparco e o nascimento da trigonometria 
Para lidar quantitativamente com as posições das estrelas e dos planetas é necessário fixar uma 
unidade de medida de arcos e ângulos e um método para especificar onde um corpo particular se 
encontra localizado na esfera celeste – isto é, um sistema de coordenadas (apresentaremos mais 
à frente os sistemas de coordenadas mais utilizados em astronomia). 
 11 
 
Figura 1.1 
A Eclítica e o Equador 
 
A unidade para medida de ângulos de Euclides era simplesmente o ângulo reto. Outros ângulos 
eram referidos como partes ou múltiplos deste ângulo. Os babilónios, no entanto, criaram, antes 
de 300 a.C., a divisão da circunferência em 360 partes, chamadas graus, e nos dois séculos 
seguintes esta medida, juntamente com a divisão sexagesimal dos graus em minutos e segundos, 
foi adotada no mundo grego. Hiparco foi um dos primeiros a fazer uso desta medida, embora 
também usasse arcos de 1/24 e 1/48 de círculo, os assim denominados “passos” e “meios-
passos,” em parte do seu trabalho. 
Foram também os babilónicos que primeiro introduziram um sistema de coordenadas para 
registar a posição dos astros na esfera celeste. O sistema que utilizaram, e que mais tarde foi 
igualmente adotado por Ptolomeu, é conhecido como o sistema eclíptico. As posições das 
estrelas são medidas tanto ao longo como na perpendicular à eclíptica.  
Em vez deste sistema de coordenadas eclíptico, Hiparco usou um sistema baseado no equador 
celeste, e para ser capaz de relacionar as coordenadas de um ponto num sistema de coordenadas 
com as suas coordenadas no outro era necessário desenvolver a trigonometria. Hiparco foi o 
primeiro a tentar uma tabulação pormenorizada que permitiu resolver triângulos planos.  
O elemento básico na trigonometria de Hiparco, e também mais tarde na trigonometria de 
Ptolomeu, era a corda que subentende um dado arco, ou ângulo ao centro, de uma circunferência 
de raio fixo. Os dois construíram tabelas para o ângulo α e para a corda que lhe está associada 
(𝑐𝑟𝑑 𝛼), para vários valores de α (Figura 1.2). 
Se o raio da circunferência for representado por R, então, a corda encontra-se relacionada com o 
seno de α/2 pela expressão, 
1
2  𝑐𝑟𝑑 𝛼
𝑅
= sin
𝛼
2
 
(1.1) 
isto é, 
𝑐𝑟𝑑 𝛼 = 2𝑅 sin
𝛼
2
 
 
(1.2) 
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Figura 1. 2 
A corda de α e a corda de (180 – α). 
 
Para calcular a tabela de cordas, Hiparco começou com um ângulo de 60˚. Neste caso, a corda 
iguala o raio, ou seja, R = crd (60˚). Para um ângulo de 90˚, a corda é igual a R.  
Para calcular cordas de outros ângulos, Hiparco usou dois resultados geométricos: 
1. como 
 
𝑐𝑟𝑑(180 − 𝛼) = √(2𝑅)2 − 𝑐𝑟𝑑2(𝛼), 
 
(1.3) 
e 
𝑐𝑟𝑑(180 − 𝛼) = 2𝑅𝑐𝑜𝑠
𝛼
2
, (1.4) 
 
Estas relações são equivalentes a, 
𝑠𝑖𝑛2𝛼 + 𝑐𝑜𝑠2𝛼 = 1 (1.5) 
 
2. Hiparco calculou os valores de 𝑐𝑟𝑑 
𝛼
2
  a partir de uma versão da fórmula do semiângulo 
(conjetura-se que terá usado o método que Ptolomeu também utilizaria mais tarde). 
Suponha-se que o ângulo α = ∠BOC, é bissetado por OD (Figura 1.3). 
 
Figura 1.3 
Fórmula de semiângulo de Hiparco-Ptolomeu. 
2
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Se o raio da circunferência for representado por R, então, a corda encontra-se 
relacionada com o seno de α/2 pela expressão já escrita em (1.1), isto é: 
1
2  𝑐𝑟𝑑 𝛼
𝑅
= sin
𝛼
2
 
Para exprimir 𝑐𝑟𝑑 (
𝛼
2
)  em termos de 𝑐𝑟𝑑(𝛼)=BC, escolhe-se E sobre AC de modo que 
AE = AB. Então BD = DE e o triângulo ABD é congruente com o triângulo AED.  
Visto que BD = DC, também DC = DE, se DF for traçado perpendicularmente a EC, 
então 
𝐶𝐹 =
1
2
𝐶𝐸 =
1
2
(𝐴𝐶 − 𝐴𝐸) =
1
2
(𝐴𝐶 − 𝐴𝐵) =
1
2
(2𝑅 − 𝑐𝑟𝑑(180 − 𝛼)). (1.6) 
 
Mas, também os triângulos ACD e DCF são semelhantes, assim, AC:CD = CD:CF.  
Portanto, 
𝑐𝑟𝑑2 (
𝛼
2
) = 𝐶𝐷2 = 𝐴𝐶. 𝐶𝐹 = 𝑅[2𝑅 − 𝑐𝑟𝑑(180 − 𝛼)]. (1.7) 
 
Podíamos ainda escrever 
[2 𝑅𝑠𝑖𝑛 (
𝛼
4
)]
2
= 𝑅 [2𝑅 − 2𝑅𝑐𝑜𝑠 (
𝛼
2
)] (1.8) 
 
e, substituído α por 2α, obtemos a fórmula do semiângulo, 
𝑠𝑖𝑛2 (
𝛼
2
) =
1 − 𝑐𝑜𝑠(𝛼)
2
 (1.9) 
 
1.1.3 Ptolomeu e o Almagesto 
Cláudio Ptolomeu (100-178 d.C.) foi um pensador de origem grega (homem de ciência, 
matemático, astrónomo, geógrafo, etc.). Nasceu em Alexandria, numa época em que o Egito se 
encontrava sob o domínio romano, e é um dos últimos grandes pensadores do mundo helénico. 
Foi o autor do modelo de universo geocêntrico mais sofisticado de todos quantos a civilização 
helénica produziu, modelo esse que perdurou até ao triunfo do modelo heliocêntrico de 
Copérnico, cerca de 1500 anos mais tarde.   
Ptolomeu escreveu também sobre astrologia, música e ótica, e tentou provar o quinto postulado 
de Euclides (ou postulado das retas paralelas). Porém, a sua fama deve-se ao trabalho A 
Coleção Matemática, uma obra composta por 13 livros que contêm uma descrição matemática 
completa (essencialmente trigonométrica), do modelo de universo grego, numa tentativa de 
explicação dos movimentos do Sol, da Lua, e dos planetas conhecidos na época. Os 
matemáticos islâmicos chamaram-lhe Al-Magisti (O Maior), para o distinguir de outros 
trabalhos sobre astronomia de menor importância, e desde então é conhecido como Almagesto 
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É o trabalho sobre astronomia com mais influência durante um maior período de tempo. Foi 
copiado e analisado vezes sem conta. Virtualmente todos os trabalhos astronómicos 
subsequentes, tanto no mundo islâmico como no mundo ocidental, foram baseados na obra de 
Ptolomeu, até o próprio trabalho de Copérnico. 
 
1.1.4 A astronomia e a importância da resolução de triângulos planos 
Consideramos aqui dois exemplos de procedimentos utilizados por Ptolomeu. 
1. Para calcular o comprimento CF da sombra, ao meio-dia, de uma estaca CE em Rodes 
(latitude 36˚) no equinócio vernal, (primavera), Ptolomeu começou por notar que nessa 
altura o Sol se encontra 36˚ abaixo do zénite, isto é, ∠AEB = 36˚, como se ilustra na Figura 
1.4.  
Ptolomeu considerou CF como a corda da circunferência circunscrevendo o triângulo ECF. 
Como o ângulo ao centro é o dobro do inscrito,  
CF = crd(72˚) e CE = cr𝑑(180˚ − 72˚) = crd(108˚). 
Foi o facto de Ptolomeu não dispor de uma função tangente e a sua necessidade de usar as 
respetivas cordas em circunferências que o forçou a calcular as cordas do dobro do ângulo 
dado e do seu complemento. 
2. Um segundo exemplo mostra como Ptolomeu calculou os parâmetros do modelo excêntrico 
do Sol. Como se pode ver pela Figura 1.5, o cálculo implica resolver o triângulo retângulo 
LDE, onde D representa o centro da órbita do Sol e E representa a Terra.    
Ptolomeu dividiu a eclíptica em quatro quadrantes por linhas perpendiculares através de E, e 
analogamente para o círculo excêntrico.  
Para determinar LD e LE, é primeiro necessário calcular os arcos  
θ = 
1˚
2
 VV´  e  τ  = 
1˚
2
 WW´ 
usando as desigualdades conhecidas das estações.  
 
 
Figura 1.4  
Calculando o comprimento de uma sombra. 
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Dado que o percurso do Sol na primavera é de 94.5 dias, enquanto o no Verão é de 92.5 dias, 
e supondo que v é a média da velocidade angular diária do Sol, o diagrama da Figura 1.5 
mostra que  
90 + θ + τ = 94.5v 
para a Primavera, enquanto que  
90 + θ - τ = 94.5v 
para o Verão, e onde v = 0˚59ˊ8ˊˊ / dia.  
 
Figura 1.5  
Calculando os parâmetros no modelo excêntrico do Sol 
 
Assim, tem-se que  
90˚ + θ + τ =93˚9ˊ 
enquanto que  
90˚ + θ - τ = 91˚11ˊ 
Um simples cálculo mostra então, que 
θ = 2˚10́   e   τ = 0˚59́. 
Os lados do triângulo DLE podem, agora, ser determinados. Como DX bisseta o arco VV´, 
tem-se, 
LE = OV = VV´ = crd(2θ) = crd(4˚20ˊ). 
Analogamente,  
DL = crd(2τ) = crd(1˚58ˊ). 
2
1
2
1
2
1
2
1
2
1
 16 
Para calcular DE basta agora recorrer ao Teorema de Pitágoras (𝐷𝐸2 = 𝐿𝐸2 + 𝐷𝐿2). Em 
terminologia moderna, Ptolomeu calculou simplesmente,  
LE = OV = R sen(θ)   e   DL = CW = R sen(τ) . 
A necessidade de calcular metade da corda do dobro do ângulo com tanta frequência levou 
os astrónomos a tabelarem esta quantidade, que é a função seno atual. 
 
1.1.5 A astronomia e a importância da resolução de triângulos esféricos 
Ptolomeu trabalhou também com algoritmos para resolver triângulos esféricos. Embora a 
geometria esférica tenha sido estudada já em 300 a.C., Spherica de Menelau (100 d.C.), é 
considerado o primeiro trabalho sobre trigonometria esférica. Um resultado deste trabalho, hoje 
conhecido como o Teorema de Menelau, dá as relações entre os arcos dos círculos máximos na 
configuração ilustrada na Figura 1.6. 
Dois arcos AB, AC são cortados por outros dois arcos BE, CD que se intersetam em F. Na 
configuração da figura, e com os arcos AB = m = m1 + m2, AC = n = n1 + n2, CD = s = s1 + s2, e 
BE = r = r1 + r2, o teorema de Menelau, escrito usando senos em vez de cordas, afirma que 
sin n
2( )
sin n
1( )
=
sin s
2( )
sin s
1( )
×
sin m
2( )
sin(m)
 (1.10) 
e 
sin(n)
sin n
1( )
=
sin(s)
sin s
1( )
×
sin r
2( )
sin(r )
 (1.11) 
 
Menelau estabeleceu estes resultados provando-os primeiro para uma configuração plana 
semelhante; a mesma demonstração aparece também no Almagesto. 
Ptolomeu usou, então, o teorema de Menelau para resolver triângulos retângulos esféricos, que 
são triângulos compostos de arcos de círculos máximos, onde dois dos arcos se encontram num 
ângulo reto. 
 
Figura 1. 6 
Configuração de Menelau. 
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A primeira aplicação de Ptolomeu destes resultados foi na determinação das coordenadas 
equatoriais celestes do Sol (declinação δ e ascensão reta α)1, dada a sua longitude eclíptica 𝜆 
(Figura 1.7).  
 
Figura 1.7 
Método para determinar a declinação e a ascensão reta do Sol, dada a sua longitude. 
 
Nesta figura o Sol encontra-se em H, um ponto com longitude 𝜆. Para determinar α = VC, tem 
de ser resolvido o triângulo retângulo VHC. Ptolomeu, presumivelmente, terá posto os seus 
calculadores a trabalhar para produzir uma tabela para δ. Esta tabela pôde, posteriormente, ser 
usada para calcular, por exemplo, a hora solar em qualquer latitude.  
Numa outra aplicação da trigonometria esférica, pode calcular-se o ângulo entre as direções do 
Sol e do zénite ao meio-dia. O Sol, ao meio-dia, quando cruza o meridiano, encontra-se 
(supondo δ˃0) entre o polo norte N e a interseção do meridiano com o equador, à distância δ 
dessa interseção. 
 
1.2 TRIGONOMETRIA INDIANA 
Durante os primeiros séculos da era cristã, há testemunhos evidentes da transmissão do 
conhecimento astronómico grego para a Índia, provavelmente através das rotas comerciais 
romanas.  
Estranhamente, a astronomia e a matemática de Ptolomeu não foram transmitidas, mas sim a 
obra de alguns dos seus predecessores, em particular Hiparco. Tal como as necessidades da 
astronomia grega levaram ao desenvolvimento da trigonometria, as necessidades da astronomia 
indiana levaram também a desenvolvimentos progressivos nesta área.  
O trabalho indiano mais antigo conhecido que inclui trigonometria é a obra 
Paitamahasiddhanta, escrita no princípio do século quinto. Assim como esta, várias outras 
obras semelhantes que tratavam de astronomia e da matemática associada foram escritas ao 
longo dos séculos seguintes. Para fornecer uma base para os cálculos de trigonometria esférica 
necessários para resolver problemas astronómicos, o Paitamahasiddhanta contém uma tabela de 
“semicordas”.  
                                                          
1
 Os sistemas de coordenadas mais utilizados em astronomia serão apresentados mais à frente neste 
trabalho.  
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Recorde-se que Ptolomeu, para resolver triângulos usando uma tabela de cordas, muitas vezes 
tinha que considerar metade da corda do dobro do ângulo. Terá sido provavelmente um 
matemático indiano que decidiu que seria muito mais simples tabelar as semicordas, do ângulo 
duplo em vez das próprias cordas. Assim, neste trabalho, como em todas as obras indianas 
seguintes, é a “função” da semicorda que é usada.  
Refira-se que enquanto Ptolomeu tabelava as suas cordas num círculo de raio 60, Hiparco, 
vários séculos antes, usava o raio 3438. É por esta razão – o uso deste valor para o raio no 
Paitamahasiddhanta – que se admite que tenha sido a trigonometria de Hiparco, e não a de 
Ptolomeu, a que primeiro chegou à Índia.  
Existe uma descrição primitiva da construção de uma tabela de senos, não no 
Paitamahasiddhanta, mas numa obra um pouco posterior, o Aryabhatiya de Aryabhata, a obra 
mais antiga da matemática e da astronomia indianas de um autor identificável. Pouco se 
conhece sobre o autor além de ter escrito o livro, em 499, no norte da Índia. O Aryabhatyia é um 
pequeno livro de quatro secções e 123 estrofes, tratando a segunda secção, de 33 estrofes, de 
matemática. É apenas uma obra descritiva breve, talvez com a intenção de ser o sumário de um 
tratado mais pormenorizado ou, simplesmente, de lições dadas pelo autor.  
Os valores listados nas tabelas de senos mostram pequenas discrepâncias relativamente aos 
valores calculados pelo método descrito no Aryabhatiya. Por isso, parece improvável que os 
indianos calculassem os senos por este método. Mais provavelmente calculavam-nos, como fez 
Hiparco: o seno de 90˚ é igual ao raio, 3438; o seno de 30˚ é metade do raio, 1719; o seno de 
45˚ é 3438/√2 = 2431, e os senos dos outros arcos são calculados pelo teorema de Pitágoras e a 
fórmula de metade-do-ângulo. 
Varahamihira (século sexto) tabelou os cossenos, tal como os senos, para o raio de 120, e 
descreveu as relações habituais entre estas funções. E o Surya-Siddhanta, escrito provavelmente 
no século sétimo, pode ter sido a fonte do cálculo chinês da função tangente, e sugere mesmo a 
função secante.  
 
1.3 TRIGONOMETRIA NO ISLÃO  
Um trabalho indiano foi trazido para Bagdade nos finais do século oitavo e traduzido para árabe. 
Assim, os estudiosos islâmicos ficaram ao corrente dos conhecimentos de trigonometria dos 
hindus que tinham sido adaptados da versão grega de Hiparco. Também ficaram rapidamente 
cientes da trigonometria de Ptolomeu, descrita pormenorizadamente no seu Almagesto, quando 
essa obra foi também traduzida para o árabe. Como em outras áreas, os matemáticos islâmicos 
absorveram o que encontraram de outras culturas e, gradualmente, foram igualmente 
contribuindo com outras ideias. 
Tal como na Grécia e na Índia, o desenvolvimento da trigonometria do Islão esteve intimamente 
ligado à astronomia e, assim, em geral, os textos matemáticos de trigonometria foram escritos 
como capítulos de trabalhos astronómicos mais extensos.  
Os matemáticos estavam particularmente interessados em usar a trigonometria para resolver 
triângulos esféricos. A razão era fundamentalmente religiosa. O Corão exigia que os 
muçulmanos se voltassem para Meca quando oravam, e para determinar a direção e o sentido 
apropriados relativamente ao lugar que se ocupava, exigia-se o conhecimento da solução desses 
triângulos sobre a esfera da Terra.  
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Para além disso, a solução de triângulos planos e esféricos era também importante na 
determinação das horas corretas para as orações. O cálculo das horas estava relacionado com a 
altura do Sol, e para uma determinação rigorosa eram também necessários conhecimentos de 
trigonometria esférica. 
 
1.3.1 As funções trigonométricas 
Recorde-se que Ptolomeu usava apenas uma função trigonométrica - a corda - nos seus 
trabalhos trigonométricos, enquanto que os hindus a modificaram noutra mais conveniente, o 
seno. Na trigonometria islâmica antiga, tanto a corda como o seno eram usados, mas o seno 
acabou por se impor. 
Não está completamente esclarecido quem introduziu as outras funções, mas sabe-se 
que Abu ̅Abdalla̅h Maomé ibn Ja̅biral − Batta̅ni ̅(c. 855-929) usava o “seno do complemento 
de 90˚” (o atual cosseno) na sua obra astronómica que pretendia ser um aperfeiçoamento do 
Almagesto. Como não usava números negativos, definia o ‘cosseno’ apenas para arcos até 90˚. 
Para arcos entre 90˚ e 180˚, usava o ‘verseno’, definido como  
verseno(α) = R + R sen(𝛼 − 90° ).  
Por outro lado Comoal − Batta̅nin̅ão já fazia uso da tangente, contudo as suas fórmulas eram 
tão complexas como as de Ptolomeu.  
As funções tangentes, cotangente, secante, e cossecante aparecem em trabalhos islâmicos no 
século nono, embora a função tangente já tivesse sido usada na China no século oitavo. 
Abu I − Ra̅yhanMaomé ibn Ahmad al − Bir̅u̅ni ̅  (973-1055), fez uma discussão sobre estas 
funções. No seu Tratado Exaustivo sobre as Sombras, escreve: 
“Um exemplo da sombra direta [cotangente] é: seja A o corpo do Sol e BG o gnómon 
perpendicular a EG, que é paralelo ao plano do horizonte, e ABE o raio do Sol que 
passa pela cabeça do gnómon BG (Figura 1.8a). EG é o que se chama a sombra direta 
tal que a sua base é G e a sua extremidade é E, e EB, a linha que une as duas 
extremidades, da sombra e do gnómon, é a hipotenusa da sombra [cossecante]. 
A tangente e a secante são definidas analogamente usando um gnómon paralelo ao plano do 
horizonte.  
Na figura (1.8b), GE é chamada “sombra invertida” (tangente) e BE é chamada a “hipotenusa 
da sombra invertida” (secante). 
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Figura 1.8 
A definição de al − Bir̅u̅ni ̅de tangente, co-tangente, secante e co-secante. Em (a), GE é a co-tangante do 
ângulo E, e EB a co-secante. Em (b), GE é a tangente do ângulo B, e BE é a secante.     
  
Al − Bir̅u̅ni ̅demonstrou várias relações entre as funções trigonométricas. Notou, por exemplo, 
que, 
“se nos for dada a sombra num certo instante, e desejamos achar a altura do Sol nesse 
instante, multiplicamos a sombra pelo seu igual e o gnómon pelo seu igual, e tomamos 
‘a raiz quadrada’ da soma, e será a cossecante. Depois dividimos por ela o produto do 
gnómon pelo seno total, e assim, chegaremos ao seno da altura. Achamos o seu arco 
correspondente na tabela dos senos e obteremos a altura do Sol no instante dessa 
sombra”.  
Em notação atual, Al − Bir̅u̅ni ̅obtinha assim a relação , 
)csc()(cot 222  ggg   
ou,  
1 + 𝑐𝑜𝑡2(𝛼) = 𝑐𝑠𝑐2(𝛼) 
De forma análoga obteve, 
1 + 𝑡𝑎𝑛2(𝛼) = 𝑠𝑒𝑐2(𝛼) 
e 
𝑡𝑎𝑛(𝛼) =
𝑠𝑖𝑛(𝛼)
𝑐𝑜𝑠(𝛼)
. 
Elaborou também uma tabela para a tangente e a cotangente na qual usava a relação  
𝑐𝑜𝑡(𝛼) = 𝑡𝑎𝑛(90 − 𝛼). 
Quase um século antes do aparecimento do Tratado Exaustivo sobre as Sombras, Abu̅ I-Qabis̅i ̅
(séc. X) tinha descrito um método trigonométrico, usando apenas o seno, para determinar a 
altura e a distância a um objeto inacessível.  
A partir de dois pontos C e D, e usando um astrolábio, aponta-se para o topo A medem-se os 
ângulos 𝛼1 =  ∠𝐴𝐶𝐵 e 𝛼2 =  ∠𝐴𝐷𝐵, ilustrados na Figura 1.9.  
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Figura 1.9 
Método de al − Qabis̅i ̅para determinar a altura e a distância a partir da medição de dois ângulos. 
 
Se CD = d, então, a altura Y = AB e a distância X = BC, são dadas por, 
 
𝑌 =
𝑑 𝑠𝑒𝑛(𝛼2)
𝑠𝑒𝑛 (90 − 𝛼2 −
𝑠𝑒𝑛(90 − 𝛼1)𝑠𝑒𝑛(𝛼2)
𝑠𝑒𝑛(𝛼1)
)
  𝑒  𝑋 =
𝑌 𝑠𝑒𝑛(90 − 𝛼)
𝑠𝑒𝑛(𝛼1)
 
 
1.3.2 Trigonometria Esférica 
As funções trigonométricas para resolver triângulos esféricos foram sobretudo utilizadas para 
resolver problemas astronómicos, muito embora haja alguns, poucos, exemplos de utilização 
noutros contextos. 
Os matemáticos islâmicos foram capazes de construir métodos mais simples para tratar estes 
problemas do que os métodos utilizados por Ptolomeu. Parece que os resultados básicos para 
tratar estes problemas foram descobertos, independentemente, por dois contemporâneos de 
al − Bir̅u̅ni,̅ Ab̅u  Nasr Mansu̅r  ibn'Iraq (1030), um dos professores de al − Bir̅u̅ni̅ , e 
Mahammah 𝐴bu̅l′ −  Wafa̅al − Bu̅zja̅ni̅  (940-997), um astrónomo importante de Bagdade. 
Seguiremos a obra do último conforme foi apresentado no seu livro de texto 𝑍𝑖?̅? 𝑎𝑙 − 𝑀𝑎𝑗𝑖𝑠𝑡𝑖.̅ 
O primeiro resultado que Bu̅zja̅ni ̅obteve no seu livro 𝑍𝑖?̅? 𝑎𝑙 − 𝑀𝑎𝑗𝑖𝑠𝑡𝑖,̅ ficou conhecido como 
“a regra das quatro grandezas”, e pode ser enunciado da forma seguinte (ver a Figura 1.10): 
“Se ABC e ADE são dois triângulos esféricos, retos em B e D respetivamente, com um 
ângulo agudo comum em A, então sen BC/sen CA = sen DE/sen EA.” 
Um corolário imediato deste teorema é um dos casos particulares do teorema de Menelau, que 
afirma que se ABC é um triângulo esférico com um ângulo reto em B, então,  
sen(A) =
sen(a)
sen(b)
 
 
 
Figura 1.10 
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A “regra das quatro grandezas”. 
 
Para provar este resultado, basta prolongar a hipotenusa AC e a base AB de tal forma que tanto 
AD como AE são quadrantes de um círculo máximo. Então, o arco de círculo máximo de E a D 
é perpendicular tanto a AD como a AE, e podemos aplicar o teorema. Como sen(DE) = sen(A) o 
nosso resultado fica provado.  
Este corolário foi muito usado por Ptolomeu em vários dos seus cálculos, mas 𝐴bu̅l′ −  Wafa̅al 
demonstrou ainda outros casos particulares do teorema de Menelau, como por exemplo: 
cos (a)
cos (b)
=
1
cos (C)
 e  
sen(c)
tan (a)
=
1
tan (A)
, 
e demonstrou igualmente o teorema do seno para triângulos esféricos em geral: 
Em qualquer triângulo esférico ABC, são válidas as relações (ver a Figura 1.11), 
sen(a)
sen(A)
=
sen(b)
sen(B)
=
sen(c)
sen(C)
. 
A demonstração é relativamente simples. Dado o triângulo esférico ABC, seja CD o arco de um 
círculo máximo perpendicular a AB. Continuem-se AB e AC até AE e AZ em ambos os 
quadrantes, e continuem-se BA e BC até BH e BT em ambos os quadrantes. Então, A é um polo 
para o círculo máximo EZ, e B um polo para o círculo máximo TH.  
Como os ângulos em E e H são ângulos retos, segue-se que os triângulos ADC e AEZ são 
triângulos esféricos retângulos com um ângulo comum em A, enquanto que BDC e BHT são 
triângulos esféricos retângulos com um ângulo comum em B.  
Pela regra das quatro grandezas teremos então, 
sen(DC)
sen(b)
=
sen(ZE)
sen(ZA)
  e 
sen(DC)
sen(a)
=
sen(TH)
sen(TB)
. 
 
Figura 1.11 
Prova de 𝐴bu̅l′ −  Wafa̅al do teorema do seno. 
 
Mas como A e B são polos de ZE e TH, respetivamente, o arco ZE é igual ao ângulo A e o arco 
TH é igual ao ângulo B. Assim, as equações podem ser reescritas na forma: 
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sen(DC)
sen(b)
=
sen(A)
R
   e   
sen(CD)
sen(a)
=
sen(B)
R
 
Logo,  
)sen(sen(B)=sen(b)sen(A) a ,  
e o teorema dos senos fica demonstrado. 
Com o teorema dos senos, al − Bir̅u̅ni ̅foi capaz de mostrar como determinar a quibala, ou seja, 
a direção e o sentido de Meca relativos a um lugar qualquer. Contudo o problema não se 
enquadra no contexto deste trabalho, e apenas por isso não abordaremos aqui a solução proposta 
por al − Bir̅u̅ni.̅  
O teorema dos senos e o teorema das quatro grandezas, conjuntamente com os seus vários 
corolários e as tabelas das várias funções, permitiram aos matemáticos islâmicos resolver 
triângulos esféricos que eram importantes para solucionar problemas astronómicos, e que 
muitas vezes tinham também objetivos religiosos associados. Estes resultados aparecem em 
várias obras astronómicas em todas as partes do mundo islâmico. Cerca do século XII, estes 
teoremas básicos da trigonometria esférica estavam já disponíveis em Espanha, nas obras de 
Abu̅ Muhammah Ja̅bir ibn Aflah al − Ishbil̅i̅ (princípio do século XII). O seu trabalho mais 
importante, uma crítica do Almagesto de Ptolomeu, foi traduzido para latim nos finais do século 
XII e forneceu aos europeus uma das primeiras versões dos progressos islâmicos da 
trigonometria de Ptolomeu. 
 
1.4 GEOMETRIA E TRIGONOMETRIA NA EUROPA MEDIEVAL  
Os Elementos de Euclides foram traduzidos para o latim no princípio do século XII. Contudo, já 
antes, as versões em árabe estavam disponíveis em Espanha. Assim, quando Abraham bar 
Hiyya, de Barcelona, escreveu o seu “Tratado de mensuração e cálculo” (Hibbur há-
Meshihahve-há-Tishboter) em 1116, começou o trabalho com um sumário de algumas 
definições, axiomas e teoremas importantes de Euclides. É provável que tivesse uma posição na 
corte, como conselheiro astronómico e matemático do monarca cristão. 
A trigonometria no período mediável não terá sido usada para medir triângulos terrenos, tal 
como se pode verificar em duas obras trigonométricas do século XIV, uma do monge inglês 
Richard de Wallingford (1291-1336) e a outra do judeu francês Levi ben Gerson (1288-1344). 
Richard de Wallingford passou os últimos nove anos da sua vida como abade no mosteiro de S. 
Albans. O “Quadripartium”, uma obra em quatro partes sobre os fundamentos da trigonometria, 
foi escrita quando era ainda um estudante em Oxford (≈ 1320). Cerca de dez anos depois, 
Richard reviu e encontrou a sua obra num outro tratado intitulado “De Sectore”. O objetivo dos 
dois trabalhos, como a maioria dos textos de trigonometria da época, era o de ensinar os 
métodos exigidos para a resolução de problemas de trigonometria esférica que, por sua vez, 
eram necessários em astronomia.  
A fonte principal do Quadripartium terá sido o Almagesto de Ptolomeu, modificado para 
incorporar os senos hindus, além das cordas, mais antigas. Mas quando Richard reviu a obra, 
tinha-se já familiarizado com a trigonometria de Ja̅bir . De facto, na sua secção sobre 
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trigonometria esférica, apresentou praticamente todo o tratamento de Ja̅bir  logo a seguir à 
versão de Ptolomeu baseada no teorema de Menelau. 
Recorde-se que, embora o conhecimento matemático no início da Idade Média estivesse em 
maré-baixa, a noção básica de prova matemática sobreviveu, e foi revigorada, por exemplo com 
Richard, logo que foi reconhecida a necessidade de mais matemática. 
A obra de trigonometria de Levi ben Gerson foi aproximadamente contemporânea do 
Quadripartium. Fazia parte de um tratado astronómico que, por sua vez, fazia parte de uma obra 
filosófica muito importante, “Sefermilhamot Adonai“ (Guerras do Senhor). A trigonometria de 
Levi baseia-se sobretudo em Ptolomeu, embora, novamente, como Richard, Levi use geralmente 
senos em vez de cordas. A principal diferença relativamente a Ptolomeu, e também, a Richard, 
consiste em indicar procedimentos pormenorizados para resolução de triângulos planos.  
Explica, primeiro, os métodos habituais para a resolução de triângulos retângulos e, depois, 
passa aos triângulos gerais. No caso em que são conhecidos três lados, Levi resolve o triângulo 
baixando uma perpendicular de um vértice para o lado oposto (ou o prolongamento do lado 
oposto) e, depois, aplica uma versão da lei dos cossenos. O mesmo método também funciona 
quando são conhecidos dois lados e o ângulo por eles formado. Para o caso em que são 
conhecidos dois lados e o ângulo oposto a um deles, Levi usa a lei dos senos.   
 
1.5 ASTRONOMIA E TRIGONOMETRIA NO RENASCIMENTO  
De acordo com Dee, “a astronomia é uma arte matemática... através desta arte, somos 
conhecedores da distância do céu estrelado e de cada planeta relativamente ao centro da Terra, e 
da grandeza de qualquer estrela fixa vista, ou planeta, em respeito à grandeza da Terra”. 
Assim, o propósito da astronomia é prevêr os movimentos dos corpos celestes bem como 
determinar os seus tamanhos e distâncias. Uma área relacionada é a cosmografia, a descrição 
completa e perfeita da parte celeste, e também elementar do mundo.  
Como Dee também faz notar, a cosmografia “explica a relação entre acontecimentos celestes e 
terrestres, permitindo-nos determinar o nascer e o pôr-do-sol, as durações dos dias e das 
noites … com muitos outros agradáveis e necessários usos”.   
Uma vez que a astronomia e a cosmografia no Renascimento, bem como em períodos anteriores, 
estavam fortemente dependentes da trigonometria, convém referir o primeiro texto de 
trigonometria ‘pura’ escrito na Europa, o “De Triângulis Omnimodis” (Dos triângulos de todas 
as Espécies) de Johanes Müller (1436-1476), conhecido geralmente como Regiomontanus. De 
Triângulis foi escrito por volta de 1463, mas só foi publicado 70 anos mais tarde.  
Regiomontanus tinha feito uma nova tradução do Almagesto de Ptolomeu diretamente do grego 
e, depois de completá-la, percebeu que havia necessidade de um tratamento sistemático das 
regras que regem as relações dos dados e ângulos nos triângulos planos e esféricos que 
melhorasse a abordagem aparentemente ‘ad hoc’ de Ptolomeu. Considerava esse tratamento 
como um pré-requisito necessário ao estudo do Almagesto, vós que desejais de estudar coisas 
grandes e maravilhosas, vós que questionais acerca do movimento das estrelas, deveis ler estes 
teoremas acerca dos triângulos. Conhecer estas ideias abrir-vos-á a porta para toda a astronomia 
e para determinados problemas geométricos.  
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Regiomontanus apresentou o seu material em De Triângulis de uma forma geométrica 
cuidadosa, começando com definições e axiomas. Provou cada teorema utilizando os axiomas, e 
resultados dos Elementos de Euclides. Regiomontanus baseou a sua trigonometria no seno de 
um arco, definido como meia corda do dobro do arco, mas notou que também se pode 
considerar o seno como dependendo do ângulo ao centro correspondente. Tal como os seus 
predecessores europeus, não fazia qualquer uso da função tangente, apesar de certamente 
conhecer as tabelas de tangentes que tinham aparecido na Europa, a sua maioria tirada dos 
trabalhos astronómicos islâmicos, e que se destinavam essencialmente a cálculos astronómicos. 
Inclui, contudo, uma tabela de tangentes, a qual chamou de tabela fecunda, numa compilação de 
tabelas astronómicas que preparou em 1467. De qualquer forma, Regiomontanus foi capaz de 
resolver todos os problemas comuns da trigonometria utilizando apenas o seno.  
Na primeira metade do seu texto Regiomontanus trata os triângulos planos, e na segunda os 
esféricos. Regiomontanus fornece frequentemente exemplos claros e explícitos dos seus 
procedimentos. Por exemplo, o teorema 27 do livro I mostra como determinar os ângulos de um 
triângulo retângulo se forem conhecidos dois lados, enquanto o teorema 29 do mesmo livro 
mostra como determinar os lados desconhecidos de um triângulo retângulo, se um dos dois 
ângulos agudos e um lado forem conhecidos. Em ambos os casos, Regiomontanus utiliza a sua 
tabela de senos. Ainda do livro I, o teorema 49 mostra como resolver um triângulo arbitrário 
quando dois lados e o ângulo por eles definido são conhecidos.  
A trigonometria só começa propriamente no livro II, e no teorema 1 deste livro, Regiomontanus 
enuncia e prova a lei dos senos:  
Em todos os triângulos retilíneos a razão entre um lado e o outro lado é igual à razão entre o 
seno reto do ângulo oposto a um dos lados e o seno reto do ângulo oposto ao outro lado. 
Regiomontanus usou este resultado para resolver o problema de um triângulo com dois lados e o 
ângulo oposto a um deles, conhecidos. 
O livro III de De Triângulis fornece uma introdução básica á geometria esférica, contendo em 
particular problemas sobre triângulos esféricos, tal como os encontrados nos antigos textos 
gregos, e incluindo igualmente muitos resultados sobre círculos máximos.  
A discussão feita neste livro é como que uma introdução ao material comum sobre 
trigonometria esférica contido nos dois livros finais do texto. No livro IV Regiomontanus trata a 
trigonometria esférica, incluindo a ‘lei esférica dos senos’, e no livro V (que é apenas um 
fragmento) são ilustradas aplicações da lei dos cossenos.  
Apesar da importância que teve a obra de Regiomontanus o matemático italiano Girolamo 
Cardano comentou que muito do material no trabalho de Regiomontanus parece ter sido 
extraído do trabalho de Ja̅bir ibn Aflah. Na verdade, uma comparação detalhada entre os 
teoremas de Regiomontanus e os resultados correspondentes do seu predecessor, mostra, em 
muitos casos, a mesma prova e até mesmo as mesmas letras no diagrama. 
Não obstante esta crítica de Cardano, nos dois últimos livros de Regiomontanus existe material 
que não se encontrava na obra de Jabir, e, apesar da sua utilização das fontes islâmicas, entre 
outras, o seu trabalho forneceu verdadeiramente o primeiro tratamento exaustivo e sistemático 
da trigonometria plana e esférica disponível na Europa. 
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De facto, depois de De Triângulis de Regiomontanus, apareceram cerca de uma vintena de 
outras obras, quase todas da segunda metade do século dezasseis, muitas bastante similares ao 
seu trabalho.  
Alguns autores melhoraram as suas tabelas do seno e incluíram tabelas de todas as outras 
funções trigonométricas. Para responderem à necessidade de cálculos astronómicos cada vez 
mais precisos, as tabelas eram também elaboradas com uma maior precisão.  
 
Figura 1.12 
Esquema para a medição da altura BC de uma torre. 
 
Muitos destes textos de trigonometria davam vários exemplos numéricos para ilustrar os 
métodos de resolver triângulos planos e esféricos, mas apenas com o trabalho de Bartholomew 
Pitiscus (1561-1613), em 1595, apareceu um problema, num desses textos, que envolvia 
explicitamente a resolução de um triângulo plano real sobre a terra. Pitiscus, na verdade, 
inventou o termo “trigonometria”. Intitulou o seu livro “Trigonometriae sive, de dimensione 
triângulis, Liber” (Livro de trigonometria ou a medição de triângulos).     
Piticus pretendia no texto mostrar como medir triângulos e, no apêndice 2 sobre altimetria, 
fornecia métodos trigonométricos para determinar a altura de uma torre distante utilizando um 
quadrante (ver a Figura 1.12). 
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CAPÍTULO 2 
 
O REGISTO DAS DIREÇÕES OBSERVADAS 
 
Como vimos, desde sempre os nossos antepassados preocuparam-se em compreender a natureza 
em geral, e em particular os fenómenos relacionados com o Sol, a Lua, a Terra, e outros 
planetas e outras estrelas. 
Vimos também que o desenvolvimento inicial da trigonometria foi feito essencialmente para 
resolver problemas da astronomia, de tal forma que, nesses tempos, o desenvolvimento de uma 
estava intimamente ligado ao desenvolvimento da outra.  
Como veremos mais à frente, a trigonometria continua hoje a ter aplicações em astronomia. 
Umas mais importantes do que outras, naturalmente. Podemos mesmo dizer que a astronomia 
não seria possível sem a trigonometria, sobretudo quando falamos do que habitualmente se 
designa por astronomia de posição. Mas não só. 
A construção de um Relógio de Sol, por exemplo, não é hoje tão importante como foi no 
passado. Ninguém utiliza hoje um Relógio de Sol para ‘contar o tempo’, mas ensinar a construir 
um relógio desse tipo continua a ser uma boa forma de transmitir simultaneamente 
conhecimentos de trigonometria e de astronomia que são muito importantes. 
Esta é apenas uma das aplicações da trigonometria à astronomia, que explicaremos num dos 
capítulos seguintes, mas há outras, duas das quais serão também objeto de tratamento neste 
trabalho. 
Antes, porém, convém fazer uma apresentação de alguns conceitos de astronomia que são 
elementares, mas sem os quais não seria possível perceber o que virá a seguir. Neste capítulo 
começaremos por definir e apresentar alguns dos referenciais mais utilizados em astronomia e 
que permitem fazer uma das mais antigas tarefas em astronomia: o registo das direções dos 
objetos observados no céu.  
Vamos deixar de lado o formalismo e a notação mais ou menos complexa do capítulo anterior, e 
utilizaremos elementos e conceitos atuais, bem como notações atuais da trigonometria e da 
astronomia. 
2.1 SISTEMAS DE COORDENADAS  
A astronomia, ao contrário de outras ciências físicas, é, como sempre foi, uma ciência 
essencialmente observacional. Ao contrário do método experimental, que permite às outras 
ciências físicas ter algum controlo sobre as próprias experiências, em astronomia isso não é 
possível devido às suas caraterísticas específicas. 
Apesar de a astronomia atual não se limitar à observação e catalogação dos objetos observados, 
esta ciência foi no seu início quase exclusivamente observacional, assim se mantendo durante 
milénios. Na verdade, desde cedo se tornou necessário o registo das direções dos objetos que 
iam sendo observados em número cada vez maior. Para efetuar o registo dessas direções 
considerou-se vantajoso utilizar uma esfera de raio arbitrário, a esfera celeste, ocupando a Terra 
(o observador) o seu centro (ver a Figura 2.1). 
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Na superfície da esfera celeste, para além de se assinalarem as direções dos objetos observados 
convém igualmente localizar alguns pontos de referência importantes, de entre os quais 
devemos para já destacar os seguintes:  
 polo norte celeste (PNC) e polo sul celeste (PSC): resultam da interseção do eixo de 
rotação da Terra com a superfície da esfera celeste;  
 zénite (Z), e nadir (N): resultam da interseção da superfície da esfera celeste com a 
vertical do observador.  
Por outro lado, é também na superfície da esfera celeste que marcamos, quer os arcos entre 
os objetos observados, quer os círculos máximos e círculos menores que iremos considerar, 
e que resultam da interseção da esfera celeste com alguns planos de referência.  
 
Figura 2.1 
Representação da esfera celeste, com a terra no seu interior, e de alguns planos e pontos de referência 
importantes: o Equador Celeste, o Horizonte do Observador, os polos Norte e Sul e o Zénite e o Nadir. 
Convém aqui fazer uma referência às relações mais frequentemente utilizadas para relacionar os 
ângulos e os arcos associados num triângulo esférico (ver a Figura 2.2), isto é, um triângulo 
cujos vértices são pontos da superfície da esfera celeste e cujos lados são arcos de círculos 
máximos daquela esfera.  
Consideremos então o triângulo esférico da Figura 2.2, cujos vértices são os pontos A, B e C. 
Designemos os lados deste triângulo, arcos de círculos máximos entre dois vértices do triângulo, 
por a, b e c. Os ângulos nos vértices do triângulo são definidos como sendo os ângulos entre os 
planos dos círculos máximos cujos arcos considerámos para definir o triângulo. Assim, no 
vértice A temos o ângulo α que é o ângulo entre o plano que contém o arco de círculo b e o 
plano que contém o arco c, e analogamente para os ângulos 𝛽 e 𝛾.  
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Figura 2.2 
Triângulo esférico de vértices A, B e C, cujos lados são os arcos dos círculos máximos que contém pares 
de vértices do triângulo. A cada vértice está associado o ângulo entre os planos dos círculos máximos que 
contém os arcos (lados) adjacentes. 
 
No triângulo assim definido é válida a seguinte relação entre um par de lados, por exemplo os 
lados a e b e os respetivos ângulos que lhes estão opostos, ou seja, os ângulos α e 𝛽: 
    
 
 
 
 ba sin
sin
sin
sin 
            (2.1) 
Esta relação é habitualmente conhecida como “lei dos senos”. 
Notar que são igualmente válidas as seguintes igualdades: 
    
)sin(
)sin(
)sin(
)sin(
ca

            (2.2) 
e 
    
)sin(
)sin(
)sin(
)sin(
cb

            (2.3) 
Uma outra relação igualmente importante, é a que é conhecida pela designação de “lei dos co-
senos” e se pode escrever para o arco a na seguinte forma: 
   cos(a) = cos(b) cos(c) + sin(b) sin(c) cos(α).         (2.4) 
Notar que para os outros dois arcos podemos escrever relações análogas, isto é: 
   cos(b) = cos(a) cos(c) + sin(a) sin(c) cos(𝜷)                     (2.5) 
e 
                cos(c) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) cos(𝛾)         (2.6) 
De entre os planos, ou círculos correspondentes, que iremos considerar, podemos referir os 
seguintes (ver as figuras 2.3-a e 2.3-b):   
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Figura 2.3-a 
Representação do Equador e de um Paralelo. Estão ainda desenhados alguns círculos horários, entre os 
quais o meridiano do local considerado (círculo horário que contém o Zénite). 
 
Figura 2.3-b 
Representação do Horizonte, um círculo de altura e alguns círculos verticais, em particular o 1º vertical. 
Este vertical define, no plano do Horizonte, a direção Este – Oeste. 
 
 Equador: círculo máximo ortogonal ao eixo de rotação da Terra; 
 círculo horário: qualquer círculo máximo cujo plano correspondente contém a direção 
do eixo rotação da Terra, isto é a direção, PNC – PSC;  
 meridiano (de um lugar): círculo horário cujo plano contém a vertical do lugar, e que, 
portanto, interseta o plano do Horizonte segundo a direção Norte – Sul; 
 paralelo: qualquer círculo menor que resulta da interseção da esfera celeste com um 
plano paralelo ao Equador; 
 Horizonte: círculo máximo ortogonal à vertical do lugar; 
 círculo de altura: qualquer círculo menor resultante da interseção da esfera celeste com 
um plano paralelo ao Horizonte; 
 círculo vertical: qualquer círculo máximo cujo plano correspondente contém a direção 
da vertical; 
 primeiro vertical: vertical ortogonal ao plano do meridiano e portanto interseta o 
Horizonte segundo a direção Este – Oeste. 
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Estes pontos e planos (ou círculos) de referência que acabamos de referir vão servir-nos para 
caraterizar alguns dos sistemas de coordenadas mais utilizados em astronomia e que iremos 
introduzir em seguida. 
Os sistemas de referência podem ser classificados de acordo com a localização da sua origem. 
De entre as diversas possibilidades, destacamos as seguintes:  
 um referencial chama-se topocêntrico se a sua origem coincide com a posição do 
observador à superfície da Terra;  
 um referencial designa-se por geocêntrico se a sua origem se localiza no centro da Terra;  
 um referencial para o qual a origem adotada é o centro do Sol é designado por 
referencial heliocêntrico.  
Uma vez que estamos interessados em localizar pontos na superfície de uma esfera (a esfera 
celeste), duas coordenadas esféricas são necessárias e suficientes para definir esses pontos. 
Recordemos que na superfície da Terra (considerada esférica), utilizamos um sistema de 
coordenadas geográficas (latitude e longitude).  
Assim, os sistemas de referência astronómicos ficam completamente caraterizados quando é 
definido o seu plano fundamental, o qual determina univocamente uma direção fundamental, 
que é direção perpendicular ao plano fundamental. Na Terra, o sistema de coordenadas 
geográficas (esféricas) tem o plano do Equador como plano fundamental, sendo a direção 
fundamental a direção do eixo de rotação. 
 
2.1.1 Coordenadas horizontais (locais) 
De entre os sistemas de referência utilizados em astronomia, um dos mais intuitivos é o sistema 
de coordenadas horizontal local, já que resulta diretamente de um referencial horizontal 
topocêntrico, isto é, o referencial que tem como plano fundamental o plano tangente à superfície 
da Terra no local de observação (ver a Figura 2.4).  
O referencial horizontal local é assim caraterizado por: 
 um plano fundamental que é paralelo ao plano do Horizonte do observador; 
 uma direção fundamental que é a vertical do lugar.  
Neste sistema de referência as duas coordenadas esféricas utilizadas são o azimute A, e a altura 
h, (ver a Figura 2.5), com as definições que a seguir se indicam:  
 azimute (de uma direção): ângulo, medido no sentido retrógrado, entre o semimeridiano 
que contém o PNC e o vertical da direção considerada, tendo valores 
                                                                     0
° ≤ 𝐴 ≤ 360°                                                              
(2.7) 
 altura (de uma direção): ângulo entre essa direção e a sua projeção no plano de 
Horizonte, sendo os seus valores pertencentes ao intervalo. 
.9090  h                                                              
(2.8) 
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Figura 2.4 
Representação esquemática do referencial horizontal local (topocêntrico). 
 
De referir que o ângulo complementar da altura, isto é, o ângulo entre a direção observada e a 
vertical do lugar, é designado por distância zenital )( , e assim, tem-se: 
                                                                             𝜍 = 90° − ℎ                      (2.9) 
 
Figura 2.5 
Representação do azimute e da altura num referencial horizontal local. 
Convém notar que as coordenadas horizontais de um objeto variam com o observador. Na 
verdade, como cada observador tem o seu próprio horizonte (a sua própria vertical), o plano 
fundamental (e o eixo fundamental) de um referencial horizontal local depende do local de 
observação. 
Por outro lado, em virtude do movimento de rotação da Terra, as coordenadas horizontais locais 
de um ponto da esfera celeste variam ao longo do dia, mesmo que se considere um observador 
fixo num determinado local, isto é, mesmo que não haja variação do plano fundamental do 
sistema de referência.  
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Assim, por vezes, é mais aconselhável utilizar um sistema de referência que obedeça às 
seguintes condições: 
a) o plano fundamental é independente do local de observação, o que assegura que a 
origem de uma das coordenadas é a mesma para todos os observadores; 
b) a origem da outra coordenada é igualmente independente do observador. 
 
2.1.2 Coordenadas equatoriais (locais e celestes) 
Um plano que obedece à primeira das duas condições anteriores é, por exemplo, o plano do 
Equador. O eixo de rotação da Terra é assim a direção fundamental, e é naturalmente também 
independente do local de observação.  
Os sistemas cujo plano fundamental é o plano do Equador são designados genericamente por 
sistemas de referência equatoriais.  
De acordo com a localização da origem de uma das coordenadas, a que é contada sobre o 
Equador, podemos ainda definir dois tipos de sistemas equatoriais, que a seguir vamos 
caraterizar, e que são o sistema de coordenadas equatoriais locais e o sistema de coordenadas 
equatoriais celestes. 
Coordenadas equatoriais locais 
O sistema de referência que designaremos por sistema equatorial local, está representado na 
Figura 2.6, e tem como coordenadas associadas o ângulo horário (H) e a declinação (δ), com as 
definições seguintes: 
 ângulo horário (de uma direção): ângulo, medido no sentido horário, que contém a 
direção considerada, tendo-se 
                                                      0ℎ ≤ 𝛼 < 24ℎ.                                                             
(2.10) 
 declinação (de uma direção): ângulo entre a direção considerada e a sua projeção 
sobre o plano do Equador; os seus valores são 
 
     −90∘ ≤ 𝛿 < 90∘.          (2.11) 
 
O ângulo complementar da declinação designa-se por distância polar (p). Então, 
     .90 p          (2.12) 
 
Coordenadas equatoriais celestes 
Como dissemos, o referencial equatorial local satisfaz uma das condições, enunciadas 
anteriormente, para que as coordenadas de uma direção sejam independentes do observador. No 
entanto a segunda condição não é satisfeita, uma vez que a origem do ângulo horário, o 
semimeridiano que contém o zénite, depende do local de observação, e, portanto, o ângulo 
horário atribuído a uma determinada direção varia com o observador. 
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Figura 2.6 
Sistema de referência equatorial local. 
 
Assim, é usual utilizar um outro sistema de referência em que a origem da segunda coordenada 
não depende do observador (continuando, no entanto, a ser medida sobre o Equador). Para isso, 
considera-se um outro plano, que, tal como o Equador, também é independente do local de 
observação. Esse plano é o plano da órbita da Terra; ‘tecnicamente’ é o plano definido pelo 
centro do Sol, e pelo vetor velocidade heliocêntrica do centro de massa do sistema Terra-Lua. 
Este plano é designado por plano da eclítica, e faz um ângulo   com o plano do Equador 
(designado por obliquidade da eclíptica), cujo valor é dado por: 
     ε ∼ 23.5˚.        (2.13) 
A interseção entre o plano do Equador e o plano da eclíptica define uma direção que é 
naturalmente independente do observador. Essa direção é designada por linha dos equinócios, a 
qual determina, na superfície da esfera celeste, a posição do equinócio da primavera e a posição 
do equinócio do outono. 
O equinócio da primavera, também designado por equinócio vernal ou ponto vernal, é o ponto 
em que o Sol, ao efetuar o seu movimento anual aparente, atravessa o plano do Equador de Sul 
para Norte. O equinócio de outono é, por seu lado, o ponto em que o Sol, ao efetuar aquele 
movimento, atravessa o plano do Equador de Norte para Sul 
Ficam assim igualmente definidos sobre o plano da eclíptica, os pontos dos solstícios que 
distam 90˚ dos pontos dos equinócios. 
Considerado então um sistema de referência em que o plano fundamental continua a ser o 
Equador e em que a origem da segunda coordenada, que é medida sobre o Equador, é o ponto 
vernal, obtemos um sistema de coordenadas independente do local de observação. 
Este sistema de referência, a que se dá o nome de sistema equatorial celeste, é semelhante ao 
sistema equatorial local, tendo em comum uma das coordenadas, a declinação δ . No entanto, a 
coordenada medida sobre o Equador é contada a partir de uma nova origem, o ponto vernal 𝛾, 
que é independente do observador. Esta coordenada tem o nome de ascensão reta, representa-se 
por α e é medida em sentido oposto ao de H, isto é, em sentido direto, (ver a figura 2.7). 
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Figura 2.7 
Sistema de referência equatorial celeste. 
 
A ascensão reta α, têm valores no mesmo intervalo que o ângulo horário, isto é: 
     0ℎ ≤ 𝛼 < 24ℎ.                                                   (2.14) 
Uma vez que no sistema equatorial celeste as coordenadas são independentes da posição do 
observador, as coordenadas de uma mesma estrela, por exemplo, são constantes neste 
referencial.  
Esse facto tem inúmeras vantagens, e, em particular, permite: 
 elaborar catálogos de estrelas e galáxias por exemplo, os quais podem ser utilizados por 
qualquer observador; 
 comparar observações independentes, isto é, efetuadas por diversos observadores em 
diferentes locais de observação. 
 
2.2 O MOVIMENTO APARENTE DOS ASTROS  
2.2.1 O movimento anual aparente do Sol  
O movimento de rotação da Terra tem como consequência a sucessão dos dias e das noites. 
Quando uma face da Terra está voltada para o Sol, a face oposta está na escuridão. Contudo, à 
medida que a Terra roda, o hemisfério iluminado vai a pouco e pouco começando a mergulhar 
na sombra até ficar completamente sem iluminação solar (ver a Figura 2.8). 
Por outro lado, o movimento de translação da Terra, conjuntamente com a inclinação de 23.5° 
do eixo de rotação em relação à eclítica, provoca uma variação da declinação do Sol ao longo do 
ano, e surgem, assim as estações do ano (ver a Figura 2.10 e a Tabela 1). 
Pode determinar-se a declinação do Sol em qualquer dia do ano a partir da análise do seu 
movimento aparente ao longo da eclíptica. A declinação é de 0° nos equinócios, e tem o valor 
de 23.5°  no solstício de Junho (início do Verão no Hemisfério Norte e do inverno no 
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Hemisfério Sul) e de −23.5° no solstício de Dezembro. Os valores negativos correspondem a 
posições do Sol a Sul do Equador Celeste. 
 
Figura 2.8 
O fenómeno da sucessão dos dias e das noites. 
 
O movimento (real) de translação da Terra dá origem ao movimento anual (aparente) do Sol ao 
longo da eclítica, o qual pode ser projetado na esfera celeste (Figura 2.9). 
Com a informação da declinação do Sol e medindo a correspondente altura ao meio-dia solar, 
isto é, quando o Sol atinge altura máxima no céu, podemos determinar a latitude do lugar. Mais 
à frente serão obtidas as expressões matemáticas que permitem transformar as coordenadas 
horizontais em equatoriais locais em função da latitude, e assim facilmente obter esta, 
conhecendo a declinação e a altura do astro quando 𝐴 = 𝐻 = 0. Contudo, podemos adiantar, 
porque facilmente se pode constatar, que: 
𝜑 = 90∘ − ℎ + 𝛿 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.9 
A eclíptica, os equinócios e os solstícios, para um 
observador no Hemisfério Norte. A eclítica representa a 
trajetória anual (aparente) do Sol que está inclinada 23.5° 
em relação ao Equador Celeste. 
 
2.2.2 O movimento diurno aparente dos astros 
Em consequência do movimento de rotação da Terra, o movimento diurno aparente não ocorre 
só para o Sol, mas sim para todos os corpos que observamos na esfera celeste. Assim, todos os 
astros parecem descrever no céu arcos paralelos ao Equador, e a inclinação desses arcos em 
relação ao Horizonte depende da latitude do lugar (Figura 2.11). 
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Consideremos um local de latitude 𝜙, e analisemos em particular o movimento diurno aparente 
das estrelas. Podemos considerar estrelas de diversos, tipos de acordo com a sua órbita 
diurna aparente.  
 
Figura 2.10 
As estações do ano. Posição da Terra nos equinócios e solstícios. Movimento real de translação da Terra. 
Como o eixo da Terra mantém a sua orientação ao longo da sua trajetória em torno do Sol, a quantidade 
da energia solar e o número de horas de iluminação vai variar periodicamente ao longo do ano, de acordo 
com a posição da Terra na sua órbita. 
 
Acontecimento Data Hemisfério Norte 
Hemisfério 
Sul 
Equinócio de Março 20-21 de Março Primavera Outono 
Solstício de Junho 20-21 de Junho Verão Inverno 
Equinócio de Setembro 22-23 de Setembro Outono Primavera 
Solstício de Dezembro 21-22 de Dezembro Inverno Verão 
 
Tabela 2.1 
Datas de início das estações do ano. 
 
Podemos distinguir três casos: 
1. Polos (𝐿𝑎𝑡𝑖𝑡𝑢𝑑𝑒 𝜑 = ±90); casos (c) e (d) da Figura 2.11. 
Todas as estrelas do mesmo hemisfério do observador descrevem a sua órbita aparente 
sempre acima do horizonte (não têm nascimento e ocaso) e, neste caso, descrevem no 
céu círculos paralelos ao Horizonte.  
As estrelas que descrevem a sua órbita aparente sempre acima do horizonte são 
chamadas estrelas circumpolares ou estrelas sempre visíveis (muito embora não o sejam 
durante o dia). As estrelas do hemisfério oposto nunca podem ser vistas, e são 
designadas por estrelas sempre invisíveis. 
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Figura 2.11 
Trajetórias diurnas (aparentes) relativamente ao Horizonte, em função da Latitude do lugar. As latitudes 
em (a), (b), (c) e (d), são respetivamente 40
o 
N, 0
o
, 90
o 
N e 90
o 
S. 
 
2. Equador (𝐿𝑎𝑡𝑖𝑡𝑢𝑑𝑒 𝜑 = 0); caso (b) da Figura 2.11. 
Todas as estrelas têm nascimento e ocaso, permanecendo, neste caso, 12ℎ  acima do 
Horizonte e 12ℎ abaixo dele. As trajetórias das estrelas são perpendiculares ao Horizonte, 
e são naturalmente designadas por estrelas com nascimento e ocaso. Todas as estrelas 
no céu (dos dois hemisférios) podem ser vistas ao longo do ano.  
3. Lugar de Latitude intermédia; caso (a) da Figura 2.11. 
Neste caso temos estrelas cujo plano da órbita interseta o plano do Horizonte e que 
portanto são estrelas com nascimento e ocaso. Outras descrevem a sua órbita aparente 
sempre acima do horizonte e são estrelas circumpolares ou estrelas sempre visíveis. 
Finalmente há as estrelas que estão sempre abaixo do plano do Horizonte, qualquer que 
seja o instante considerado, e são por isso designadas por estrelas sempre invisíveis. As 
estrelas visíveis descrevem no céu arcos com uma inclinação em relação ao horizonte 
que depende do valor da Latitude de lugar.  
Convém ainda referir que quando um astro cruza o meridiano do local diz-se que tem uma 
passagem meridiana, e que as estrelas circumpolares têm duas passagens meridianas visíveis, 
designadas por: 
 passagem superior (PS), a que corresponde o instante em que a altura da estrela é 
máxima; 
 passagem inferior (PI), que ocorre no momento em que a altura da estrela é mínima. 
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Figura 2.12 
As regiões de estrelas sempre visíveis, sempre invisíveis, e com nascimento e ocaso, para um dado 
observador, dependem da Latitude do observador. 
Devemos ainda notar que a passagem superior de uma estrela pode ocorrer a Norte ou a Sul do 
zénite. No primeiro caso diz-se que a estrela tem passagem superior norte (PNS), o que 
acontece quando a declinação da estrela obedece à condição: 
     ;                                                                      (2.15) 
Quando a passagem superior ocorre a Sul do zénite diz-se que a estrela tem passagem superior 
sul (PSS), e neste caso a declinação da estrela terá que ser tal que  
     ;                       (2.16) 
No instante da passagem meridiana superior, verifica-se a seguinte relação entre a distância 
zenital 𝜁, a declinação 𝛿, e a latitude 𝜑: 
     𝜁 = ±(𝛿 − 𝜑) 
Nesta relação, o sinal positivo é para o caso em que a culminação é uma Passagem Superior 
Norte, e o sinal negativo corresponde ao caso em que a culminação é uma Passagem Superior 
Sul.  
 
Uma nota ainda para as estrelas com passagem inferior. Para o caso de um observador no 
hemisfério norte, esta passagem inferior será sempre efetuada a norte do zénite, isto é, não 
teremos estrelas com passagem inferior sul para um observador no hemisfério norte (para um 
observador no hemisfério sul, basta fazer a inversão). 
Quanto às estrelas com nascimento e acaso apenas consideramos a sua passagem superior, já 
que na outra passagem meridiana elas estarão abaixo do horizonte, e portanto invisíveis. Para 
estas estrelas, durante o período em que são visíveis, os instantes em que a sua altura é mínima 
são o nascimento e o ocaso, e é imediato concluir que nestes instantes a altura é: 
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     h = 0 .                                         (2.17) 
Não tem qualquer interesse, naturalmente, caraterizar as estrelas que, para um local de latitude 
, são sempre invisíveis 
 
2.3 SISTEMAS DE TEMPO 
Finalmente, algumas considerações sobre sistemas de tempo, que são tão importantes como os 
sistemas de coordenadas para o registo das observações astronómicas.  
 
2.3.1 Diferentes sistemas de tempo 
A definição de um sistema de tempo requer uma unidade de tempo. Essa unidade pode ser o 
período de um qualquer processo periódico. Encontramos na natureza em geral, e na astronomia 
em particular, uma grande diversidade de fenómenos periódicos. Acabámos de ver dois 
exemplos desses fenómenos astronómicos periódicos, a rotação e a translação da Terra, que 
desde cedo o Homem aprendeu a utilizar para medir o tempo.  
Na verdade, em astronomia, sempre se utilizaram sistemas de medição de tempo baseados em 
fenómenos periódicos e observáveis. Demos os exemplos associados aos movimentos da Terra, 
mas poderíamos ter também dado o caso do ciclo lunar, que foi talvez até o primeiro fenómeno 
periódico a ser utilizado pelo Homem para elaborar calendários, e, portanto, para contar o tempo.  
Para definir um sistema de medida de tempo baseado no movimento de rotação da Terra, 
podemos utilizar uma coordenada que está, como vimos, diretamente relacionada com o 
decorrer do tempo ao longo dessa rotação, que é o Ângulo Horário H. Como vimos também, 
esta coordenada é medida sobre o Equador, em sentido retrógrado, desde o meridiano do local 
até ao meridiano que passa pelo astro, e varia entre 0ℎ e 24ℎ. 
A contagem do tempo é então baseada no movimento de rotação da Terra que é responsável 
pelo movimento aparente diurno da Esfera Celeste. Contudo, este movimento dá origem a dois 
sistemas de tempo distintos: o tempo sideral e o tempo solar.  
Um só movimento periódico (a rotação da Terra) dá origem a dois sistemas de tempo. De facto, 
tendo em consideração o nascimento e ocaso das estrelas, construímos o sistema de tempo que 
designamos por tempo sideral. Contudo, se em vez disso nos servirmos do nascer e do por do 
Sol, construímos o sistema de tempo dito solar. Os dois sistemas são distintos porque, para a 
Terra, o Sol é uma estrela diferente das outras, já que é a única em torno da qual a Terra se 
move, e, portanto, na definição do sistema de tempo solar temos que ter em consideração não 
apenas a rotação, mas também a translação da Terra em volta do Sol. 
 
2.3.2 Tempo Sideral 
O tempo sideral local (𝑇𝑆𝑖𝐿), também representado por 𝜃, é por definição o ângulo horário do 
ponto vernal. Assim as 0ℎ de tempo sideral ocorrem no instante da passagem superior meridiana 
do ponto Vernal, ou seja quando o seu ângulo horário 𝐻𝛾 é  
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     𝐻𝛾 = 0      
O dia sideral é então definido como o intervalo de tempo decorrido entre duas passagens 
sucessivas do ponto vernal 𝛾 pelo meridiano do lugar. O dia sideral está dividido em 24 horas 
siderais, cada uma com 60 minutos siderais, tendo cada minuto sideral 60 segundos siderais. 
Como o tempo sideral local é dado pelo ângulo horário do ponto vernal, podemos utilizar o 
valor (constante) da ascensão reta de uma estrela para a determinação do tempo sideral, caso 
tenhamos o valor do ângulo horário da estrela.  
Na verdade, a partir da Figura 2.13, facilmente se obtém a relação: 
     𝑇𝑆𝑖𝐿 ≡  𝜃 = 𝛼 + 𝐻, 
onde 𝐻 é, no instante de tempo sideral 𝜃, o ângulo horário de uma estrela cuja ascensão reta é 𝛼.  
 
Figura 2.13 
O tempo sideral aparente local 𝑇𝑆𝑖𝐿 pode ser obtido a partir do conhecimento da ascensão reta e do 
ângulo horário de uma estrela. 
 
No caso o valor de 𝜃 ser superior a 24 horas, teremos de subtrair um dia sideral (24 horas 
siderais) ao valor obtido.  
Convém ainda notar que se a estrela for observada no instante da sua passagem superior no 
meridiano do observador, o ângulo horário da estrela é 0ℎ e portanto teremos, 
     𝑇𝑆𝑖𝐿(𝑃𝑆) ≡ 𝜃𝑃𝑆 = 𝛼   
No caso da estrela ser observada na sua passagem inferior o seu ângulo horário é 12ℎ, e assim 
     𝑇𝑆𝑖𝐿(𝑃𝐼) = 𝜃𝑃𝐼 = 𝛼 + 12
ℎ 
Por fim, devemos dizer que devido a diversos tipos de perturbações, o movimento de rotação da 
Terra não é uniforme. Existe, por exemplo, a precessão do equinócio vernal (para Oeste), o que 
dá origem a que o dia sideral seja cerca de 0.008 segundos siderais mais curto que o intervalo 
entre duas passagens meridianas.  
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Por outro lado, a fricção resultante da ação das marés provoca uma desaceleração de cerca de 
0.0016 segundos siderais por século.  
Há ainda considerar pequenas perturbações mais ou menos irregulares e perturbações sazonais 
(rotação mais lenta na Primavera do que no Outono), que resultam da redistribuição das massas 
de ar na atmosfera, das massas de água nos oceanos, e do material no interior da Terra.    
 
2.3.3 Tempo Solar 
O tempo Solar está relacionado com o movimento diurno aparente do Sol, é dado pelo ângulo 
horário do Sol. De facto, tal como referido anteriormente, o Sol é, para nós, uma estrela 
diferente das outras por diversos motivos. Neste caso, em virtude do movimento de translação 
da Terra, o Sol tem um movimento diurno aparente diferente do de qualquer outra estrela.  
Um dia solar é o intervalo de tempo decorrido entre duas passagens sucessivas do Sol pelo 
meridiano do lugar. O sistema de tempo assim definido designa-se por tempo solar aparente 
local, ou, de uma forma mais abreviada, apenas por tempo solar aparente (𝑇𝑆𝐴). 
Convém aqui dar uma breve explicação para que se possa compreender melhor a diferença entre 
tempo sideral e o tempo solar. Essa diferença é fácil de perceber se tivermos em consideração 
que durante o período de tempo em que a Terra efetua, relativamente às estrelas, uma rotação 
completa em torno do seu eixo - que define um dia sideral - ela também se desloca na sua órbita 
em torno do Sol. Na Figura 2.14 encontram-se ilustrados estes dois movimentos. 
A fração de deslocamento angular diário é cerca de 
2𝜋
365
, o que corresponde a aproximadamente 
3𝑚57𝑠. Assim, o dia solar será em média cerca de 4𝑚 mais longo que o dia sideral. Podemos 
então calcular um valor aproximado do tempo sideral em qualquer dia do ano, através da 
expressão: 
𝑇𝑒𝑚𝑝𝑜 𝑆𝑖𝑑𝑒𝑟𝑎𝑙 ≈ 𝑇𝑒𝑚𝑝𝑜 𝑆𝑜𝑙𝑎𝑟 + 4𝑛, 
onde 𝑛 representa o número de dias desde o equinócio de Outono, por convenção. 
Voltando ao sistema de tempo solar, definimos as 0ℎ de 𝑇𝑆𝐴 como sendo o instante em que o 
centro do Sol se encontra no meridiano do local. É, portanto, o ângulo horário do centro do Sol 
que nos permite obter o tempo solar aparente. Analogamente ao que é feito para o dia sideral, 
também o dia solar está dividido em 24 horas solares, cada uma com 60 minutos solares, tendo 
cada minuto solar a duração de 60 segundos solares. 
 
 
Figura 2.14 
Ilustração que permite perceber a diferença entre o tempo sideral e o tempo solar. 
Sol
1 dia » 1o
Direcção
das estrelas
distantes
Terra em t1
Terra em t2
P
P
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No entanto, facilmente se constata que o dia solar não é constante, variando ao longo do ano. 
Esta variação é consequência de dois fatores, que são os seguintes: 
1. o movimento anual aparente do Sol verdadeiro é efetuado no plano da eclíptica, 
enquanto que o seu ângulo horário, que nos permite conhecer o tempo solar, é medido 
sobre o Equador; 
2. o movimento aparente do Sol no plano da eclíptica não tem velocidade constante, sendo 
mais rápido nos meses de Inverno, quando se encontra mais próximo da Terra, em 
consequência da 2ª Lei de Kepler, ou Lei das Áreas (ver a Figura 2.15).  
 
Figura 2.15 
Representação da Lei das Áreas. As duas áreas sombreadas são iguais. No entanto, os arcos 
correspondentes que são visivelmente diferentes, são percorridos pela Terra em intervalos de tempo 
iguais. 
 
Convém dizer que mesmo que o Sol tivesse um movimento sobre a eclíptica que fosse circular e 
uniforme ao longo do ano, isto é, com velocidade constante, a sua projeção no plano do Equador 
não teria um movimento circular uniforme, isto é, não seria um movimento com velocidade 
constante  
Assim, surge a necessidade de introduzir o conceito de Sol médio, que é um ‘astro’ fictício que 
se move uniformemente sobre o equador celeste (enquanto o Sol verdadeiro se move ao longo 
da eclíptica), e, portanto, com velocidade angular constante cujo valor é dado pelo valor médio 
da velocidade angular do Sol verdadeiro ao longo da eclíptica. Como o movimento do Sol na 
eclíptica é periódico (o período é o ano solar), concluímos que o ano solar médio é igual ao ano 
solar verdadeiro.  
Podemos pois definir um tempo solar médio (𝑇𝑆𝑀), que se obtém a partir do conhecimento do 
ângulo horário do Sol médio. 
Pelo que fica dito, facilmente se conclui que o dia solar médio é dado pela média anual do dia 
solar verdadeiro, tendo por isso uma duração constante ao longo do ano. 
A diferença entre o tempo solar aparente 𝑇𝑆𝐴  (tempo solar obtido a partir do movimento 
aparente do sol verdadeiro), e o tempo solar médio TSM, designa-se por equação do tempo, ou 
equação dos equinócios, e escreve- se (ver a Figura 2.16):  
𝐸𝑇 = 𝑇𝑆𝐴 − 𝑇𝑆𝑀. 
Sol
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Uma vez que 𝑇𝑆𝐴 é dado pelo ângulo horário do Sol verdadeiro 𝐻ʘ, e 𝑇𝑆𝑀 é dado pelo ângulo 
horário do Sol médio 𝐻ʘ 𝑚é𝑑𝑖𝑜, podemos ainda escrever a equação dos equinócios na forma 
seguinte: 
𝐸𝑇 = 𝐻ʘ −𝐻ʘ 𝑚é𝑑𝑖𝑜 
De referir ainda que o valor de 𝐸𝑇 varia ao longo do ano no seguinte intervalo: 
    −14 𝑚𝑖𝑛𝑢𝑡𝑜𝑠 ≤ 𝐸𝑇 ≤ 16 𝑚𝑖𝑛𝑢𝑡𝑜𝑠 
 
Figura 2.16 
A equação do tempo. 
 
2.3.4 O Tempo Universal e o Tempo Civil 
Uma referência final para dois outros sistemas de tempo baseados no tempo solar, e que são o 
Tempo Universal (𝑇𝑈), e o Tempo Civil (𝑇𝐶). 
Tempo Universal 
À medida que a Terra gira em torno de si mesma, o Sol ilumina uma parte enquanto outra fica 
na escuridão. É o fenómeno da sucessão dos dias e das noites. Em consequência desta rotação, 
cada lugar possui o seu próprio horário, pois enquanto em alguns países o céu ainda se encontra 
claro, noutros já é noite. Isto deu origem aos chamados fusos horários.  
Contudo, algumas publicações periódicas de astronomia fornecem dados de certos fenómenos 
astronómicos que poderão ser observados em diversos locais. Por exemplo, pode ser dada a 
informação que um determinado eclipse lunar começará num certo dia às 22ℎ30𝑚. Mas, se este 
fenómeno pode ser observado em diversos lugares da Terra, o horário fornecido é para quem?  
Para evitar ambiguidades, adotou-se um horário padrão que serve para todos: o chamado 
Tempo Universal. Este sistema de tempo é definido como o tempo solar médio do meridiano 
de Greenwich (TSMG), por ser este o meridiano que se convencionou tomar para origem das 
longitudes:  
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𝑈 = 𝑇𝑆𝐺𝑀 
Assim, a informação sobre o horário dos fenómenos é dada em 𝑇𝑈 , e em cada lugar de 
observação ter-se-á que transformar o horário de 𝑇𝑈 no seu próprio horário local. Por exemplo, 
em Portugal tem-se que o continente e a Madeira com a mesma hora (que neste caso coincide 
com o 𝑇𝑈 ), enquanto que nos Açores temos que subtrair 1 hora ao 𝑇𝑈.  Desta forma, se 
soubermos que um eclipse lunar ocorrerá às 22:30 de 𝑇𝑈, na verdade para os madeirenses ele 
ocorrerá às 22:30 de tempo local, enquanto para os açorianos ele irá ocorrer às 21:30. 
Em determinados locais pode ainda ter que se considerar a variação da hora local consoante se 
esteja no horário de verão ou no horário de inverno.  
Tempo Civil 
Uma última referência para o Tempo Civil (𝑇𝐶) que é definido como o tempo solar médio 
acrescido de 12ℎ. 
𝑇𝐶 = 𝑇𝑆𝑀 + 12ℎ. 
Esta definição resulta do facto do Sol ter a sua passagem superior meridiana, num instante 
próximo do que usualmente designamos por meio-dia. Assim, decidiu-se utilizar para origem do 
dia, o instante em que o Sol médio tem a sua passagem inferior meridiana, isto é, um instante 
próximo do que usualmente designamos por meia-noite. Notar que a passagem inferior 
meridiana do Sol ocorre sempre abaixo do horizonte dos locais situados entre os círculos 
polares. 
De facto, a razão da instituição do Tempo Civil foi consequência da organização das 
civilizações atuais, e teve como objetivo não mudar de data durante as horas de maior atividade 
das populações nos mais diversos ramos, o que naturalmente traria inúmeros problemas de 
ordem prática. 
  
 46 
CAPÍTULO 3 
 
TRANSFORMAÇÃO DE COORDENADAS 
 
Parte deste capítulo é baseado no trabalho Astronomia de Posição, de Carlos Aurélio Nadal [1], 
httph://www.google (consulta em 25/9/2015). 
 
3.1 CASO GERAL 
Consideremos dois referenciais tridimensionais de coordenadas cartesianas ortogonais com 
origens coincidentes, e sejam x
P
, y
P
,z
P( ) e x'P, y'P,z'P( )as coordenadas cartesianas do ponto 
P nos referenciais O : x, y,z e O : x', y',z'  respetivamente.  
Dadas as coordenadas de um ponto no primeiro sistema de referência, pretendemos conhecer as 
coordenadas do mesmo ponto no segundo sistema de referência (Figura 3.1). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.1 
Dois sistemas de coordenadas cartesianas tridimensionais. 
[www.cartografica.ufpr.br/Nadal/coordenadas%20celeste.pdf (consultada em 25/9/2015)] 
 
Da Geometria analítica, obtemos as relações seguintes: 
x '
P
= x
P
l
11
+ y
P
l
12
+ z
P
l
13
y '
P
= x
P
l
21
+ y
P
l
22
+ z
P
l
23
z'
P
= x
P
l
31
+ y
P
l
32
+ z
P
l
33
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onde, l
ij
 é o cosseno diretor do ângulo formado entre os eixos correspondentes dos dois 
referenciais.  
Sob a forma matricial tem-se que:  
x '
P
y '
P
z'
P
æ
è
ç
ç
ç
ö
ø
÷
÷
÷
=
l
11
l
12
l
13
l
21
l
22
l
23
l
31
l
32
l
33
æ
è
ç
ç
ç
ö
ø
÷
÷
÷
x
P
y
P
z
P
æ
è
ç
ç
ç
ö
ø
÷
÷
÷
 
 
Pode mostrar-se que dos nove cossenos diretores somente três são linearmente independentes. 
Portanto, apenas é necessário conhecer os três ângulos formados entre os respetivos pares de 
eixos dos dois sistemas, os quais permitem fazer a transformação de coordenadas de um sistema 
para o outro.  
 
Figura 3.2 
Rotação de um ângulo θ em torno do eixo Ox. 
[www.cartografica.ufpr.br/Nadal/coordenadas%20celeste.pdf (consultada em 25/9/2015)] 
Consideremos dois triedros com origens coincidentes, e para os quais os respetivos eixos Ox e 
Ox’ são também coincidentes. Suponhamos que os outros eixos formam entre si um ângulo θ, 
tal como se ilustra na Figura 3.2. 
Neste caso a matriz R1 (rotação em sentido direto torno do eixo) 1 ≡ 𝑋 ≡ ?́? , assumirá a 
seguinte forma: 
𝑅1(𝜃) = (
1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠(𝜃) 𝑠𝑒𝑛(𝜃)
0 −𝑠𝑒𝑛(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜃)
) 
 
Da mesma forma se obtém a matriz 𝑅2(𝜃), para uma rotação equivalente em torno de y : 
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𝑅2(𝜃) = (
𝑐𝑜𝑠(𝜃) 0 −𝑠𝑒𝑛(𝜃)
0 1 0
𝑠𝑒𝑛(𝜃) 0 𝑐𝑜𝑠(𝜃)
) 
 
Em torno do eixo z temos a matriz 𝑅3(𝜃): 
 
𝑅3(𝜃) = (
cos(𝜃) 𝑠𝑒𝑛(𝜃) 0
−𝑠𝑒𝑛(𝜃) cos(𝜃) 0
0 0 1
) 
 
As matrizes 𝑅1(𝜃), 𝑅2(𝜃), 𝑒 𝑅3(𝜃), são conhecidas como matrizes de rotação. 
A convenção adotada neste trabalho para o valor positivo do ângulo de rotação θ , é a de que os 
sistemas devam ser diretos, e o ângulo θ correspondente à rotação deve ser medido no sentido 
anti-horário. 
Tomem-se agora, dois sistemas com origens coincidentes (𝑜 ≡ ?́?) , com os eixos y e z 
coincidentes, e com os eixos 𝑂𝑋 𝑒 𝑂?́? com sentidos opostos (ver a Figura 3.3). 
Neste caso a matriz dos cossenos diretores assumirá a seguinte forma (reflexão do eixo dos xx): 
 
𝑅1 = (
−1 0 0
0 1 0
0 0 1
). 
 
Para o eixo dos yy, com orientação contrária ao dos y’y’, tem-se: 
 
𝑅2 = (
1 0 0
0 −1 0
0 0 1
), 
 
e, para o eixo dos zz, da mesma forma que para os casos anteriores, tem-se: 
 
𝑅3 = (
1 0 0
0 1 0
0 0 −1
). 
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Figura 3.3 
Reflexão de eixos coordenados. 
[www.cartografica.ufpr.br/Nadal/coordenadas%20celeste.pdf (consultada em 25/9/2015)] 
 
As matrizes 𝑅1, 𝑅2 𝑒 𝑅3, são conhecidas com matrizes de reflexão e permitem a transformação 
de sistemas diretos em sistemas retrógrados e vice-versa. 
 
3.2 TRANSFORMAÇÕES ENTRE COORDENADAS ASTRONÓMICAS  
3.2.1 Transformação entre coordenadas horizontais e equatoriais locais 
Seja um astro S, com coordenadas x
1
,x
2
,x
3( )  no sistema Horizontal Local O : x1,x2,x3( ) . 
Pretendemos transformar as coordenadas horizontais locais do astro S, nas suas coordenadas 
equatoriais locais y
1
, y
2
, y
3( ) . Na Figura 3.4 ilustra-se o problema na sua configuração inicial.  
O vetor de posição do astro no sistema de coordenadas horizontais locais X, tem, como vimos já 
anteriormente, as seguintes componentes: 
X =
x
1
= cos(h)cos(A)
x
2
= cos(h)sen(A)
x
3
= sen(h)
ì
í
ï
î
ï
 (3.1) 
Para o mesmo astro, o seu vetor posição no sistema de coordenadas equatoriais locais Y, é dado 
por: 
𝑌 = {
𝑦1 = cos(𝛿) cos (𝐻)
𝑦2 = cos(𝛿) 𝑠𝑒𝑛(𝐻)
𝑦3 = 𝑠𝑒𝑛(𝛿)              
 (3.2) 
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Figura 3.4 
Transformação de coordenadas horizontais locais em coordenadas equatoriais locais. 
[www.cartografica.ufpr.br/Nadal/coordenadas%20celeste.pdf (consultada em 25/9/2015)]  
 
Por observação da Figura 3.4 podemos verificar que para se obterem as coordenadas equatoriais 
locais partindo das horizontais locais, necessitamos de uma rotação em torno do eixo x2 no 
sentido direto de amplitude 90-j . Esta rotação vai fazer coincidir os eixos x3 e y3. Em seguida 
é necessário efetuar uma rotação de 180
o
 em torno do eixo x3 para fazer coincidir o eixo x1 com 
y1 e o eixo x2 com y2.  
Esta transformação pode ser expressa pela equação matricial: 
𝑌 = 𝑅3(180)𝑅2(90 − 𝜑)𝑋 = 𝑅𝐻→𝐸𝑋 (3.3) 
onde, 
𝑅𝐻→𝐸 = 𝑅3(180)𝑅2(90 − 𝜑) 
Isto é: 
𝑅𝐻→𝐸 = (
−1 0 0
0 −1 0
0 0 1
)(
𝑠𝑒𝑛(𝜑) 0 −𝑐𝑜𝑠(𝜑)
0 1 0
𝑐𝑜𝑠(𝜑) 0 𝑠𝑒𝑛(𝜑)
) = (
−𝑠𝑒𝑛(𝜑) 0 𝑐𝑜𝑠(𝜑)
0 −1 0
𝑐𝑜𝑠(𝜑) 0 𝑠𝑒𝑛(𝜑)
) 
e obtemos as seguintes relações, 
{
𝑐𝑜𝑠(𝛿) cos(𝐻) = −𝑠𝑒𝑛(𝜑) cos(ℎ) cos(𝐴) + 𝐶𝑜𝑠(𝜑)𝑠𝑒𝑛(ℎ)
cos(𝛿) 𝑠𝑒𝑛(𝐻) = −cos(ℎ) 𝑠𝑒𝑛(𝐴)                                               
 𝑠𝑒𝑛(𝛿)               = cos(𝜑) cos(ℎ) cos(𝐴) + 𝑠𝑒𝑛(𝜑)𝑠𝑒𝑛(ℎ)     
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Se, por outro lado, se desejarmos obter as coordenadas horizontais locais a partir das 
coordenadas equatoriais locais, podemos resolver a equação matricial (3.3) em ordem a X. 
Como as matrizes são ortogonais, as inversas e as suas transpostas são iguais, e temos: 
𝑋 = [𝑅𝐻→𝐸]
−1 𝑌 = [𝑅𝐻→𝐸]
𝑇 𝑌 = 𝑅𝐻→𝐸𝑋 
onde R
E®H
é a matriz que permite passar de coordenadas equatoriais locais para horizontais 
locais, obtendo-se as relações, 
{
cos(ℎ) cos(𝐴) = −𝑠𝑒𝑛(𝜑) cos(𝛿) cos(𝐻) + cos(𝜑) 𝑠𝑒𝑛(𝛿)
cos(ℎ) 𝑠𝑒𝑛(𝐴) = −cos(𝛿) 𝑠𝑒𝑛(𝐻)                                              
𝑠𝑒𝑛(ℎ)              = cos(𝜑) cos(𝛿) cos(𝐻) + 𝑠𝑒𝑛(𝜑𝑠𝑒𝑛(𝛿)      
 
 
3.2.2 Transformação entre coordenadas equatoriais locais e celestes 
Seja, o astro S, tal como no caso anterior, sendo agora considerados os sistemas de coordenadas 
equatoriais locais e equatoriais celestes, tal como se ilustra na Figura 3.5. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.5 
Transformação de coordenadas equatoriais locais em equatoriais celestes. 
[www.cartografica.ufpr.br/Nadal/coordenadas%20celeste.pdf (consultada em 25/9/2015)] 
 
O vetor de posição Y, do astro, S no sistema de coordenadas equatoriais locais é dado pelas 
relações já anteriormente escritas em (3.2), isto é: 
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𝑌 = {
𝑦1 = cos(𝛿) cos (𝐻)
𝑦2 = cos(𝛿) 𝑠𝑒𝑛(𝐻)
𝑦3 = 𝑠𝑒𝑛(𝛿)              
 (3.4) 
 
Este mesmo vetor de posição, que no sistema de coordenadas equatoriais celestes representamos 
por Z, tem as seguintes componentes neste sistema: 
 
𝑍 = {
𝑧1 = cos(𝛿) cos (𝛼)
𝑧2 = cos(𝛿) 𝑠𝑒𝑛(𝛼)
𝑧3 = 𝑠𝑒𝑛(𝛿)              
 (3.5) 
 
Observa-se que o sistema de coordenadas equatoriais locais é retrógrado enquanto que o sistema 
de coordenadas equatoriais celestes é direto.  
Inicialmente, aplica-se uma reflexão R1 , (ou R2 ), ao primeiro sistema, a fim de passar a sua 
orientação para direto. Depois, para passar para o segundo sistema (equatorial celeste), fazemos 
uma rotação em torno do eixo 3 (Y3), de amplitude angular 180° − 𝛽 = 𝛼 + 𝐻180°, em sentido 
retrógrado, (ou 180° − 𝛽 em sentido direto). 
Assim, obtém-se a seguinte equação matricial para a transformação:  
𝑍 = 𝑅3(180
° − 𝛽)𝑅1 Y 
Como 𝛽 = 𝛼 + 𝐻 é o tempo sideral𝜃, tem-se: 
𝑍 = 𝑅3(180
° − 𝜃)𝑅1 𝑌 (3.6) 
  
 
Onde 𝑅3(180
° − 𝜃) é a matriz 
𝑅3(180
° − 𝜃) = (
−cos (𝜃) 𝑠𝑒𝑛(𝜃) 0
−𝑠𝑒𝑛(𝜃) −cos (𝜃) 0
0 0 1
) 
 
e R1  é a matriz já escrita anteriormente, 
 
𝑅1 = (
−1 0 0
0 1 0
0 0 1
) 
 
A matriz que permite a transformação desejada, de coordenadas equatoriais locais para 
equatoriais celestes, é então dada por 
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𝑅𝐸𝐿→𝐸𝐶 = 𝑅3(180
° − 𝜃)𝑅1 = (
−cos (𝜃) 𝑠𝑒𝑛(𝜃) 0
𝑠𝑒𝑛(𝜃) −cos (𝜃) 0
0 0 1
)(
−1 0 0
0 1 0
0 0 1
)
= (
cos (𝜃) 𝑠𝑒𝑛(𝜃) 0
−𝑠𝑒𝑛(𝜃) −cos (𝜃) 0
0 0 1
) 
(3.7) 
 
Se utilizarmos a reflexão R2 obtemos 
𝑍 = 𝑅3(−𝛽)𝑅2 𝑌 = 𝑅3(−𝜃)𝑅2 𝑌 
onde 𝑅3(−𝜃) é a matriz 
𝑅3(−𝜃) = (
cos (𝜃) −𝑠𝑒𝑛(𝜃) 0
𝑠𝑒𝑛(𝜃) cos (𝜃) 0
0 0 1
) 
e R2 , é  
𝑅1 = (
1 0 0
0 −1 0
0 0 1
) 
A matriz que permite a transformação é, naturalmente, a mesma que obtivemos em (3.7), ou 
seja, R
EL®EC
, e as componentes de Z serão assim obtidas utilizando esta matriz, que é dada por: 
𝑅𝐸𝐿→𝐸𝐶 = (
cos (𝜃) 𝑠𝑒𝑛(𝜃) 0
𝑠𝑒𝑛(𝜃) −cos (𝜃) 0
0 0 1
) (3.8) 
 
e, portanto, tem-se  
𝑍 = 𝑅𝐸𝐿→𝐸𝐶 (3.9) 
 
obtendo-se as relações que procurávamos: 
 
{
cos(𝛿) cos(𝛼) =    cos(𝜃) cos(𝛿) cos(𝐻) + 𝑠𝑒𝑛(𝜃) cos(𝛿) 𝑠𝑒𝑛(𝐻)
cos(𝛿) 𝑠𝑒𝑛(𝛼)  =    𝑠𝑒𝑛(𝜃) cos(𝛿) cos(𝐻) − cos(𝜃) cos(𝛿) 𝑠𝑒𝑛(𝐻)
𝑠𝑒𝑛(𝛿)               =    𝑠𝑒𝑛(𝛿)                                                                          
 
 
Para obtermos as relações da transformação inversa, isto é, de coordenadas equatoriais celestes 
para coordenadas equatoriais locais basta, por exemplo, resolver a equação matricial (3.9), em 
ordem a Y, isto é,  
𝑌 = [𝑅𝐸𝐿→𝐸𝐶]
−1 𝑍 = [𝑅𝐸𝐿→𝐸𝐶]
𝑇 𝑍 = 𝑅𝐸𝐶→𝐸𝐿 𝑍 (3.10) 
 
onde R
EC®EL
é então a matriz que permite fazer a transformação inversa, 
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𝑅𝐸𝐶→𝐸𝐿 = (
cos (𝜃) 𝑠𝑒𝑛(𝜃) 0
𝑠𝑒𝑛(𝜃) −cos (𝜃) 0
0 0 1
) 
 
Neste caso obtemos as relações seguintes: 
 
{
cos(𝛿) cos(𝐻)  =   cos(𝜃) cos(𝛿) cos(𝛼) + 𝑠𝑒𝑛(𝜃) cos(𝛿) 𝑠𝑒𝑛(𝛼)
cos(𝛿) 𝑠𝑒𝑛(𝐻)   =   𝑠𝑒𝑛(𝜃) cos(𝛿) cos(𝛼) − cos(𝛿) cos(𝜃) 𝑠𝑒𝑛(𝛼)
𝑠𝑒𝑛(𝛿)                 =   𝑠𝑒𝑛(𝛿)                                                                         
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CAPÍTULO 4 
 
PARALAXES E DISTÂNCIAS 
 
 
4.1 BREVE REFERÊNCIA HISTÓRICA  
O método mais antigo para se medir distâncias relativamente grandes a pontos inacessíveis, é o 
método da triangulação. Este método era já utilizado na Antiguidade. No segundo milénio a.C. 
já seria do conhecimento da civilização egípcia. Mas terá sido na Grécia Antiga, depois de Tales 
de Mileto (c. 624-54 a.C.), que passou a ser comum a sua aplicação.  
Este método geométrico de medição de distâncias está intimamente ligado ao que habitualmente 
se designa por paralaxe ou ângulo paralático. 
No que diz respeito à astronomia, a tentativa de medir a paralaxe das estrelas remonta ao 
período da Grécia Antiga, na tentativa de perceber se a Terra se encontrava ou não no ‘centro do 
universo’. Contudo, sabemos hoje que devido ao facto de as estrelas se encontrarem a enormes 
distâncias, os ângulos paraláticos são muito pequenos, da ordem dos segundos de arco (no caso 
das estrelas mais próximas), e os astrónomos gregos não dispunham de instrumentos 
suficientemente precisos para medir paralaxes tão pequenas. Mesmo muito mais tarde, cerca de 
2000 anos depois, durante o período da ‘Revolução Heliocêntrica de Copérnico’, ainda não era 
possível medir as paralaxes estelares, e era esse o grande argumento contra o modelo 
heliocêntrico. Nos séculos seguintes, séculos XVII e XVIII, havia muitas tentativas no sentido 
de se medir a paralaxe estelar, e entre essas tentativas podemos destacar as efetuadas por Hooke, 
Roemer, Bradley e Herschell, que continuavam com problemas de resolução e precisão dos 
instrumentos disponíveis em astrometria. 
Somente em 1838, Bessel, admitindo que as estrelas de maior movimento próprio deveriam ser 
as mais próximas da Terra, concentrou o seu trabalho na estrela 61 Cygni, que se desloca com 
movimento da ordem de 5”/ano, e chegou à conclusão que sua paralaxe era de 0,31” 
(atualmente 0,32”). Struve neste mesmo ano fez outra hipótese, a de que as estrelas mais 
brilhantes deveriam ser as mais próximas, estudou a estrela 𝛼 LYR (Vega), e determinou o valor 
de 0,25” para a sua paralaxe anual (atualmente 0,12”). 
Vejamos com um exemplo simples em que consiste a paralaxe e de que forma ela se encontra 
relacionada com o cálculo de distâncias.  
Conhecendo-se um dos lados de um triângulo e dois dos seus ângulos, podemos calcular todos 
os lados de um sistema de triângulos. Na Figura 4.1 está esquematizada, como exemplo, a 
maneira de medir a distância entre uma árvore, situada numa margem de um rio, e um ponto B 
situado na outra margem. 
Tomando a árvore como um vértice, construímos os triângulos semelhantes ABC e DEC. O lado 
BC é a linha de base do triângulo maior, e AB e AC são os outros lados, os quais representam as 
direções da árvore tal como observada de cada uma das extremidades da linha de base, os 
pontos B e C.  
Sendo o segmento DE paralelo ao lado AB, e admitindo que podemos medir BC, DE e EC, 
podemos calcular o lado AB, isto é, calcular a distância entre o ponto B e a árvore. 
Para isso basta ter em conta a relação:  
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𝐴𝐵
𝐵𝐶
=
𝐷𝐸
𝐸𝐶
 . 
 
 
Figura 4.1 
Ilustração do método de triangulação para a medida da distância 𝑑 ou distância entre A e B. 
(astro.if.ufrgs.br/dist/dist.htm consultada em 7/11/2015)  
 
A direção da árvore observada a partir de B, é diferente da direção da árvore vista de C, e é a 
este deslocamento aparente na direção do objeto observado (a árvore), devido à mudança de 
posição do observador, que se chama paralaxe (do grego paralaxis, mudança), e ao ângulo 
formado pelas duas direções, AB e AC chama-se o ângulo paralático. É fácil perceber que 
quanto mais distante está o objeto, menor é a paralaxe (ou o ângulo paralático). 
Em Astronomia, a paralaxe é definida usualmente como metade do deslocamento angular total 
medido, tal como se ilustra na Figura 4.2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.2 
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Ilustração da definição da paralaxe em astronomia. As duas retas perpendiculares à linha de base 2D 
apontam na direção do objeto distante tomado como referência. O é o objeto cuja distância queremos 
medir. (astro.if.ufrgs.br/dist/dist.htm consultada em 7/11/2015) 
  
Suponha-se que o ponto O é o objeto cuja distância pretendemos conhecer (analogamente à 
árvore do exemplo anterior). A linha de base do triângulo é 2D, e os ângulos 𝐴1 e 𝐴2 são os 
ângulos entre a direção observada de cada uma das extremidades da linha de base e a direção de 
um objeto muito mais distante (‘no infinito’), tomado com referência.  
Pela trigonometria, sabemos que 
tg 𝑃 =
𝐷
𝑑
  . 
Assim, admitindo que D e P são conhecidos (𝑃 =
𝐴1+𝐴2
2
), podemos calcular a distância d.  
 
Para ângulos pequenos, a tangente do ângulo é aproximadamente igual ao próprio ângulo 
medido em radianos (se 𝑃 ≤ 4°, tan𝑃 ≈ 𝑝(rad)). 
Então, nesse caso, 
𝑑 =
𝐷
𝑝(rad)
 . 
Como temos p em radianos, d terá as mesmas unidades de D.  
Para um triângulo retângulo, com uma linha de base D, altura d, e o outro lado B (ver a Figura 
4.3), medimos o ângulo p entre B e d, e para ângulos p menores do que 4 graus podemos 
escrever: 
    tg 𝑝 =
𝐷
𝑑
 ⟹ 𝑑 =
𝐷
tg 𝑝
≃
𝐷
𝑝(rad)
  
 
Devido à variação da direção observada para uma estrela ao longo do ano, em consequência do 
movimento de traslação da Terra em torno do Sol, isto é, em consequência da variação da 
posição do observador, cada estrela parece descrever uma pequena elipse na esfera celeste, que 
não é mais do que a projeção da órbita da Terra em torno do Sol. Esta elipse é denominada de 
elipse paralática (Figura 4.4). No caso de uma estrela estar situada no plano da eclíptica, a elipse 
paralática degenera num segmento de reta.  
Assim, em astronomia, define-se paralaxe anual 𝛼 de uma estrela como sendo o ângulo com 
vértice na estrela que subtende o raio da órbita da Terra, e que como se ilustra na Figura 4.4, é 
função da distância a que se encontra a estrela. 
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Figura 4.3 
Ilustração do método de triangulação para medida do ângulo p. 
(astro.if.ufrgs.br/dist/dist.htm consultada em 7/11/2015)  
Como vimos, a paralaxe astronómica é, por definição, a variação de posição de um astro devido 
à variação de posição do observador. As variações de posição do observador que mais nos 
interessa considerar são as que resultam do movimento de rotação da Terra, e do movimento de 
translação da Terra em torno do Sol. 
Em consequência destes dois movimentos vamos ter que considerar dois tipos de paralaxe: a 
paralaxe diurna, também designada por paralaxe geocêntrica, e a paralaxe anual, conhecida 
igualmente como paralaxe heliocêntrica. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.4 
Paralaxe anual de uma estrela; r é o raio da órbita da Terra, d é a distância à estrela e 𝛼 é a paralaxe anual. 
Como dissemos, desde há mais de 2000 anos que a eventual observação da paralaxe estelar seria 
um forte argumento contra o princípio geocêntrico, já que era reconhecido que a sua observação 
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era a prova da existência do movimento de translação da Terra, retirando-a por isso do ‘centro 
do mundo’. Refira-se que ainda hoje não é fácil medir a paralaxe estelar.   
No caso das estrelas, devido às suas grandes distâncias, a paralaxe diurna é desprezável, porém 
tem que ser considerada para o caso do Sol e para os planetas.      
 
4.2 A PARALAXE DIURNA 
Podemos abordar o problema da paralaxe considerando uma mudança de referencial, em 
particular uma translação da sua origem. 
No que respeita à paralaxe diurna temos então que considerar a passagem de um sistema de 
referência topocêntrico para um referencial geocêntrico (ver a figura 4.5). 
Assim, a posição geocêntrica do astro observado 𝑇𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗, poderá ser obtida conhecendo a posição 
geocêntrica do observador 𝑇𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗. 
De fato podemos escrever: 
                             𝑇𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑇𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗.      (4.1)  
 
Notar que supõe ser conhecida a posição topocêntrica do astro considerado, ou seja, vetor𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗. 
 
Figura 4.5 
Paralaxe diurna de um astro E à distância d do centro da Terra. A direção topocêntrica do astro é dada 
pelo vetor da posição 𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗, enquanto a sua posição geocêntrica é dada pelo vetor 𝑇𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗. O ângulo P 
representa a paralaxe diurna e o ângulo 𝜁0 a distância zenital (topocêntrica) de E. 
 
Considerando o triângulo [𝑇, 𝑂, 𝐸] da Figura 4.5 facilmente se conclui que é valida a seguinte 
relação: 
                                                               
sen 𝑃
𝑅𝑇
=
sen (180−𝜁0)
𝑑
,     (4.2) 
onde 𝑅𝑇 é o raio da Terra, considerada esférica. 
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Assim, obtemos a expressão: 
                                                                     sen𝑃 =
𝑅𝑇
𝑑
sen 𝜁0                     (4.3) 
isto é, a paralaxe diurna, ou seja, a correção a efetuar à posição topocêntrica para obter a posição 
geocêntrica, é dada por: 
                                                               𝑃 = arcsen (
𝑅𝑇
𝑑
sen 𝜁0) .         (4.4) 
A partir desta expressão concluímos facilmente que a paralaxe diurna é máxima quando 
sen 𝜁0 = 1, isto é, quando a distância zenital topocêntrica também é máxima, ou seja, quando  
                     𝜁0 = 90
°
                      (4.5) 
Nestas condições o astro observado encontra-se no plano do horizonte do observador, tal como 
se ilustra na Figura 4.6. Por isso, neste caso, a paralaxe diurna toma a designação de paralaxe 
diurna horizontal ou apenas paralaxe horizontal, 𝑃𝐻. 
Podemos então escrever: 
                    sen𝑃𝐻 =
𝑅𝑇
𝑑
                      (4.6) 
ou          
                                                                     𝑃𝐻 = arcsen 
𝑅𝑇
𝑑
                             (4.7)               
 
 
Figura 4.6 
Paralaxe diurna horizontal de um astro 𝐸. O astro é observado quando se encontra no plano do horizontal 
do observador, e portanto com uma distância zenital topocêntrico 𝜁0 = 90
° 
 
Podemos ainda relacionar a paralaxe diurna com a paralaxe diurna horizontal. Para isso basta 
atender às expressões (3.3) e (3.6), e eliminar o quociente 
𝑅𝑇
𝑑
, obtendo-se: 
                                                                  sin𝑃 = sen𝑃𝐻 sen 𝜁0                                  (4.8)
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Atendendo a que os ângulos 𝑃 e 𝑃𝐻, são muito pequenos, são válidas as seguintes aproximações 
                                                                       sen𝑃 ⋍ 𝑃(rad)                      (4.9) 
e 
                                                                     sen𝑃𝐻 ⋍ 𝑃𝐻(rad)         (4.10) 
 
Assim, obtemos a seguinte expressão aproximada para a relação entre as paralaxes diurna e 
horizontal: 
                                                                         𝑃 ≃ 𝑃𝐻 sen 𝜁0                   (4.11)         
 
4.3 A PARALAXE ANUAL  
Como dissemos, em consequência do movimento de translação da Terra em volta do Sol, a 
direção segundo a qual uma determinada estrela é observada, varia ligeiramente ao longo do ano, 
dando-se a esta variação o nome de paralaxe anual ou heliocêntrica. 
Consideramos a órbita da Terra em volta do Sol como sendo uma circunferência, tal como se 
ilustra na Figura 4.7. 
 
Figura 4.7 
Paralaxe anual de uma estrela 𝐸. A direção geocêntrica da estrela é dada pelo ângulo 𝜃𝑇, enquanto que a 
direção heliocêntrica da mesma direção é dada pelo ângulo 𝜃𝑆. A paralaxe anual é dada pelo ângulo 𝜋, o 
qual corresponde à separação angular entre o Sol e a Terra, para um observador à distância a que se 
encontra a estrela 𝐸. 
 
Pela análise desta figura facilmente se conclui que é válida a relação seguinte: 
       
sen (𝜃𝑆 − 𝜃𝑇)
𝑎
=
senθ𝑇
𝑑
,         (4.12) 
onde 𝜃𝑇 e 𝜃𝑆 definem respetivamente, a direção geocêntrica e a direção heliocêntrica da estrela 
observada 𝐸, que se encontra a uma distância 𝑑 do Sol, sendo 𝑎 o raio da órbita da Terra, que, 
como dissemos, se supõe circular.  
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Por outro lado, analisando ainda a Figura 4.7, podemos igualmente escrever:  
                                senΠ ≃
𝑎
𝑑
                                                   (4.13) 
obtendo-se para a expressão anterior: 
                                                        sen(𝜃𝑆 − 𝜃𝑇) = senΠ sen𝜃𝑇 .                              (4.14) 
 
O ângulo Π representa a paralaxe anual da estrela 𝐸. Como este ângulo é muito pequeno, tem-se   
                                          senΠ ≃ Π (rad)                   (4.15) 
e a relação anterior pode escrever-se na forma: 
                                                sen(𝜃𝑆 − 𝜃𝑇) ≃ Π sen𝜃𝑇        (4.16) 
relação esta que permite obter a correção a efetuar à posição geocêntrica para obter a posição 
heliocêntrica da estrela 𝐸, ou seja: 
                  𝜃𝑆 ≃ 𝜃𝑇 + arcsen(Π sin𝜃𝑇)                                          (4.17) 
 
A relação entre raio da órbita Terra 𝑎, a paralaxe  e a distância 𝑑, permite-nos conhecer a 
distância ao objeto observado se a sua paralaxe for conhecida. 
De facto, da expressão (4.13) temos: 
                   𝑑 ≃
𝑎
Π(rad)
                     (4.18) 
e portanto, se tivermos o valor de  em radianos, a distância 𝑑 virá nas mesmas unidades que 
o raio da órbita da Terra.  
Ao valor do raio médio da órbita da Terra convencionou atribuir-se a designação de 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 
𝑎𝑠𝑡𝑟𝑜𝑛ó𝑚𝑖𝑐𝑎 (U. A.). 
                𝑑(U. A. ) =
1
Π
                                                    (4.19) 
com  em radianos. 
No entanto não é usual fornecer o valor de  em radianos mas sim em segundos de arco 
( ´´), e então, nesse caso, teremos  
                      𝑑(U. A. ) ≃ 206265 ×
1
Π′′
                                (4.20) 
onde o fator 206265 representa o valor de 1 radiano em segundos de arco, isto é: 
            1 rad ≃ 206265′′.          (4.21) 
 
Se na expressão (4.20) fizermos  ´´ = 1´´, isto é, se considerarmos uma estrela cuja paralaxe é 
1´´, a sua distância será 206265 U.A..  Este valor serve para definir uma nova unidade de 
distância, o 𝒑𝒂𝒓𝒔𝒆𝒄  (pc), que é uma unidade mais conveniente quando se trabalha com 
distâncias da ordem de grandeza das distâncias às estrelas. 
Assim, o parsec é a distância a que corresponde a paralaxe de 1´´, ou seja 206265 U.A.. 
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Daqui resulta que conhecendo o valor de paralaxe de uma estrela, em segundos de arco, 
imediatamente podemos obter o valor da sua distância, em parsec, utilizando a relação:  
                   𝑑(pc) =
1
Π′′
                     (4.22) 
 
Uma última nota para o cálculo do valor do ano-luz (a.l.), em unidades do sistema 𝑐. 𝑔. 𝑠.. O 
ano-luz é por definição a distância percorrida pela luz durante 1 ano.  
No sistema 𝑐. 𝑔. 𝑠., a velocidade da luz no vazio, é dada por: 
                        𝑐 ≃ 3.0 × 1010cm s−1,                   (4.23) 
e, portanto, durante 1 ano, o espaço percorrido 𝑠, será: 
                                      𝑠 ≃ 3.0 × 1010 × 365 × 24 × 60 × 60 cm,                
(4.24) 
isto é: 
                                                                  1 a. l. ≃ 9.46 × 1017cm.                              (4.25)                              
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CAPÍTULO 5 
 
RELÓGIOS DE SOL 
 
5.1 INTRODUÇÃO HISTÓRICA  
As tecnologias de precisão desenvolvidas atualmente fazem com que o Homem se ‘esqueça’ de 
observar os fenómenos naturais e deixe de questionar o motivo pelo qual eles acontecem. Por 
exemplo, deixaram de ser colocadas questões tão simples como:  
 porque é que no Inverno escurece mais cedo do que no Verão?  
 porque é que a Terra gira a elevada velocidade e nós que a habitamos não nos 
apercebemos? 
No entanto, no passado, a reflexão sobre questões deste tipo foi fundamental para a evolução do 
conhecimento.  
Como sabemos hoje, o Sol desempenha um papel importante na resposta às duas questões 
anteriores, e sabemos também que desde sempre exerceu um grande fascínio sobre o Homem. 
Considerado por muitos como um Deus e por outros apenas como uma estrela, a verdade é que 
nunca ninguém lhe conseguiu ficar indiferente uma vez que é dele que depende toda a vida na 
Terra. 
Desde a antiguidade que a humanidade percebeu que a sombra dos objetos variava ao longo do 
dia. Inicialmente, talvez no paleolítico ou no neolítico, o homem primitivo terá usado a sua 
sombra para calcular as horas. Mais tarde, terá também observado que através de uma estaca 
espetada no solo na posição vertical, se projetava também uma sombra. Baseando-se no 
movimento da sombra provocada pela estaca ao longo do dia, podia estimar, por exemplo, o 
tempo de luz que restava até chegar a noite.  
Estava criado o pai de todos os relógios de Sol, o famoso gnómon (do grego, “o que sabe, ou 
que examina”), que, ao projetar a sombra provocada pela luz solar, permitia estimar a hora do 
dia, e terá sido assim o mais antigo instrumento astronómico construído pelo homem. Uma 
observação atenta da variação da sombra projetada pelo gnómon, tanto na sua direção como no 
seu comprimento, permitia ‘conhecer’ o movimento do Sol durante o dia. Em particular, ao 
amanhecer a sombra estará maior, ao meio-dia estará no seu tamanho mínimo e ao entardecer 
volta alongar-se novamente. 
A pequena haste deu origem a grandes obeliscos que mais tarde estiveram na origem da 
construção de monumentos megalíticos, como por exemplo aquele que é talvez o mais 
conhecido: Stonehenge no sul de Inglaterra (Figura 5.1).  
Foi com este tipo de observações que os povos primitivos inventaram o relógio de Sol e 
aprenderam a contar o tempo. A sua origem é questionada. Contudo, há algumas evidências de 
que terá surgido há cerca de 4.000 anos na Mesopotâmia, Babilónia ou Caldeia, mas há também 
indícios de que igualmente na China eram utilizados numa época semelhante. Na verdade, 
parece haver dados históricos que indicam que as observações astronómicas na China se terão 
iniciado na Era do imperador Yao, 23 séculos a.C., e é de admitir a utilização de relógios de Sol. 
No século X a.C., os chineses já haviam determinado as datas de solstícios e equinócios, e 
conheciam a inclinação da eclíptica em relação ao equador celeste [1]. 
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Figura 5.1 
Stonehenge, monumento megalítico em Inglaterra. 
(Fonte: https://www.google.pt/maps/place/Stonehenge) 
 
Em todo o lado, os povos antigos viviam familiarizados, fascinados e preocupados com o céu; 
de dia e de noite. Sacerdotes e outros chefes religiosos conseguiram grande poder quando se 
tornarem capazes de prever rigorosamente por exemplo um eclipse, ou o início estação das 
chuvas. Naqueles tempos, a obtenção de alimentos dependia do rigor das observações e registos 
do céu, o que, como sabemos, não acontece atualmente, devido sobretudo à evolução da 
tecnologia posta à disposição tanto da agricultura como da pecuária. 
A preocupação do homem com a medida do tempo foi sendo cada vez maior, principalmente 
por questões ligadas à agricultura, pois precisava saber com algum rigor qual a melhor época 
para plantar bem como para colher; saber quando o frio (Inverno) e o calor (Verão) se faziam 
sentir. Com isso, o conhecimento para medir o tempo foi ficando cada vez mais sofisticado. Por 
volta de 1500 a.C., surgiam também as clepsidras, ou relógios de água, e muito mais tarde, no 
século XIV, as ampulhetas ou relógios de areia. 
Por volta de século VIII a.C., no Egito, os Relógios de Sol apresentavam-se com um gnómon 
vertical sobre uma base de escala de tempo diária com 6 divisões, e os obeliscos eram também 
usados como Relógios de Sol. Por volta de 330 a.C., já eram construídos relógios de Sol que 
tinham em consideração a variação sazonal do comprimento do dia. Dos babilónios, que 
desenvolveram a divisão sexagesimal do círculo em graus, a partir das casas zodiacais, e 
dividindo-as em 30° cada (12 x 30 = 360°), os gregos terão adquirido o conhecimento do dia 
dividido em 12 partes de duração variável, e estes, apesar de imaginarem a Terra como centro 
do universo, possuindo já avançados conhecimentos sobre o movimento (aparente) do Sol, e de 
geometria associada sobretudo ao sistema Sol-Terra-Lua, desenvolveram tipos de relógios 
solares mais complexos. Já os romanos não contribuíram significativamente para o 
desenvolvimento da ciência dos relógios de Sol, a gnomónica. Um dos primeiros a ser instalado 
em Roma (263 a.C.), foi trazido de Catania como troféu de guerra, mas não marcava 
adequadamente as horas, pois este relógio havia sido construído para a latitude daquela cidade 
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da Sicília, que não é a mesma da de Roma. Os árabes usaram princípios de trigonometria na 
construção dos relógios de Sol, e no século VIII d.C., Abul Hassan escreveu sobre o desenho 
das linhas de hora em superfícies cilíndricas e cónicas e introduziu o princípio das horas iguais 
para fins de cálculos astronómicos [2]. 
Na Idade Média, a ciência (e a arte) dos relógios de Sol foram caindo no esquecimento, sendo 
raros os exemplares remanescentes desta época, da qual o da catedral de Chartres, em França, 
construído em 1378 era um dos mais notáveis.  
No século XV, com a invenção da imprensa por Guttemberq, a divulgação científica e a 
construção de relógios de Sol tiveram um grande impulso. A construção de um relógio de Sol, 
era um trabalho que exigia, além de habilidade artística, conhecimentos sobre o movimento 
aparente do Sol, conhecimentos esses que, na época, não estavam ao alcance de qualquer um.  
Os relógios mecânicos, surgiram no século XVI, mas isso não foi suficiente para desvalorizar a 
posição de prestígio de que gozavam os relógios de Sol, porque eram máquinas pouco precisas e 
que obrigavam frequentes a acertos, o que se fazia com a leitura do meio-dia nas ‘meridianas’, 
que eram quadrantes solares que indicavam exclusivamente o meio-dia local. Esta prática 
tornou-se de tal forma comum, que as meridianas eram frequentemente encontradas nas áreas 
públicas das localidades mais importantes. 
No fim do século XVIII, após a invenção do cronómetro pelo inglês John Harrison, os relógios 
de Sol perderam a importância que tinham tido até então. Contudo, já se tinham transformado 
em autênticos instrumentos científicos, com as correções necessárias à indicação da hora com 
precisão notável.    
Por volta dos meados da primeira metade do século XIX a Europa começou a adotar a Hora 
Média Local, e a uniformidade horária, aliada ao gosto pela exatidão, foi relegando o relógio de 
Sol para segundo plano.  
Hoje, o interesse é cada vez maior. Há grupos que se dedicam a estudá-los e a difundi-los. De 
certa forma é um regresso ao passado, quando a contagem do tempo se fazia de uma forma mais 
‘natural’.  
Atualmente podemos ver o relógio de Sol como um objeto útil no contexto cultural, científico, 
pedagógico, artístico ou decorativo, mas convém não esquecer que os princípios utilizados na 
construção de um relógio de Sol, são os mesmos que cada vez mais se pretendem aplicar, por 
exemplo, na construção de edifícios que sejam, do ponto de vista energético, o mais 
‘autossustentáveis’ possível. 
 
5.2 TIPOS DE RELÓGIOS DE SOL  
O Relógio de Sol é um instrumento que determina as divisões horárias através do movimento da 
sombra de um objeto, o gnómon, sobre o qual incidem os raios solares e que se projeta sobre 
uma base graduada, o mostrador ou quadrante.  
De simples obeliscos até instrumentos tecnicamente sofisticados, os relógios de Sol 
acompanharam o Homem ao longo do tempo e evoluíram acompanhando o progresso do 
conhecimento. Tanto os exemplares de pequeno formato, com funções de “relógios de bolso”, 
como os inseridos em grandes estruturas, como certos edifícios, ou presentes em praças e 
jardins, são, na sua maioria, obras de arte com muita história. A essência do relógio de Sol 
resulta essencialmente da conjugação de dois ramos fundamentais do saber: a astronomia e a 
matemática.  
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Podem construir-se inúmeras variantes de relógios de Sol. Os que possuem o gnómon paralelo 
ao eixo da Terra são habitualmente denominados relógios de Sol clássicos. Mas podemos alterar 
a posição do plano do quadrante, bem como o seu formato, por exemplo, e obtemos um relógio 
de Sol ‘diferente’.  
Se o quadrante, plano que contém as marcações (linhas de hora), estiver inclinado relativamente 
ao plano do equador, o movimento da sombra não é uniforme, sendo mais lento em torno do 
meio-dia. Nesses casos, as marcações no quadrante não vão estar igualmente espaçadas e 
dependem da latitude de local onde se pretende construir essa variante de relógio.  
A obtenção dos valores dos ângulos entre as marcações horárias e o consequente traçado de um 
mostrador de um relógio clássico pode ser feito de uma forma puramente geométrica, ou através 
da utilização de relações trigonométricas. Em qualquer dos casos está subjacente o fato de que 
em qualquer relógio de Sol, as linhas de hora a desenhar são as projeções das marcações de um 
relógio equatorial auxiliar com o mesmo gnómon.  
Tendo em consideração a posição da superfície sobre a qual se projeta a sombra do gnómon, os 
relógios de Sol dividem-se essencialmente em relógios horizontais, verticais e equatoriais. 
Poderíamos ainda considerar outros tipos de relógios de Sol, mas esses não se enquadram no 
âmbito deste trabalho.  
Relógio de Sol Horizontal - O relógio de Sol horizontal é o tipo de relógio de Sol que é 
geralmente encontrado em jardins, e são geralmente instalados sobre pilares ou pedestais. O 
quadrante encontra-se na posição horizontal e o objeto cuja sombra é projetada para marcar a 
hora, o gnómon, tem a direção do eixo de rotação da Terra e faz por isso um ângulo com a 
horizontal igual ao da latitude do local para o qual foi concebido, que pode não ser 
necessariamente a localização atual do relógio (ver a Figura 5.2).  
Relógio de Sol Vertical - Os relógios de Sol verticais são relógios habitualmente encontrado 
nas fachadas de alguns edifícios, em particular de algumas igrejas e catedrais.  
O quadrante é vertical, e se estiver orientado para sul, o gnómon, que tem a direção do eixo de 
rotação da Terra, faz um ângulo com a vertical que é igual a 90° − 𝜑, onde 𝜑 é a latitude do 
local para o qual o relógio foi construído (Figura 5.3). 
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Figura 5.2 
Relógios de Sol horizontais 
 
Figura 5.3  
Relógio de Sol vertical 
Relógio de Sol Equatorial - O relógio de Sol equatorial tem como característica principal o 
facto de apresentar um quadrante que é paralelo ao plano do equador, e sendo o gnómon 
paralelo ao eixo de rotação da Terra ele é perpendicular ao quadrante. As linhas de hora são 
traçadas em intervalos de 15 graus (Figura 5.4). De referir que a esfera armilar foi desenvolvida 
a partir deste tipo de relógio. 
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Figura 5.4 
Relógios de Sol equatoriais 
 
Outros tipos de relógios de Sol - Como dissemos, para além dos relógios já referidos, há 
outros tipos de relógios de Sol, mas cuja construção não se enquadra no âmbito deste trabalho, e 
por isso a análise deste tipo de relógios não será considerada 
Podemos, contudo, fazer uma breve referência aos relógios de Sol analemáticos que são 
relógios que têm o quadrante na posição horizontal, mas são um pouco mais complexos que os 
relógios horizontais que referimos anteriormente.  
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Nestes relógios, a hora é obtida a partir do azimute do Sol, e as horas são marcadas por pontos 
sobre uma elipse. Como o azimute do Sol varia ao longo do ano, o gnómon tem de mudar de 
posição em função da data em que se pretende conhecer a hora do dia (Figura 5.5). São relógios 
que por vezes se encontram em relvados, e onde o gnómon pode ser uma pessoa.  
Para além dos relógios analemáticos, também não serão objeto de análise neste trabalho os 
relógios de Sol declinados, inclinados, reclinados, e relógios de Sol polares, cada um com as 
suas especificidades próprias. 
 
 
Figura 5.5 
Um relógio de Sol Analemático 
 
 
5.3 CONSTRUÇÃO MATEMÁTICA  
5.3.1 Relógio de Sol equatorial 
Como vimos, e como facilmente se percebe pela sua designação, trata-se de um modelo de 
relógio de Sol em que o plano de projeção das linhas de hora, o quadrante, tem a inclinação do 
Equador Celeste. Sendo assim, o referido plano deve ter uma inclinação em relação ao plano 
horizontal correspondente ao complemento da latitude do lugar, e, portanto, o gnómon deve ser 
perpendicular ao mesmo plano, de modo a ficar paralelo ao eixo de rotação da Terra. 
Com a disposição referida, as linhas horárias terão um espaçamento uniforme de 15 graus, uma 
vez que em qualquer dia do ano o movimento aparente do Sol ao longo do dia será paralelo ao 
quadrante (paralelo ao Equador) e perpendicular ao gnómon (Figura 5.6). Claro que o relógio 
será tanto mais preciso quanto melhor estiver feito o alinhamento das direções envolvidas. 
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Figura 5.6 
Quadrante do relógio de Sol equatorial. Notar o espaçamento constante (15°) entre as linhas de hora.  
 
A principal desvantagem deste tipo de relógio reside no fato de, nas zonas temperadas do 
hemisfério norte, o Sol ter uma declinação negativa entre os equinócios de setembro e março, e, 
portanto, está abaixo do plano do Equador Celeste. Acontecerá o mesmo nas zonas temperadas 
do hemisfério sul na outra metade do ano. Como o quadrante tem uma inclinação igual à do 
Equador, os raios solares só incidem no gnómon na Primavera e no Verão, altura em que 
apresenta declinação positiva.  
Para contornar este problema, pode construir-se um relógio com duas escalas, uma na parte 
superior do quadrante, e outra na sua parte inferior. Há outro tipo de soluções, como a que 
considera uma escala semicircular paralela ao gnómon na qual é projetada a sua sombra, mas 
esta solução tem a desvantagem de não ser possível medir todas as horas do dia na maior parte 
do ano devido às sombras provocadas pela própria estrutura do relógio. Na verdade, qualquer 
solução que se construa tem vantagens e desvantagens.  
Além destes aspetos, deve ainda referir-se o facto do comprimento da sombra não ser o mesmo 
ao longo do ano, devendo idealmente o gnómon ser móvel e colocado numa posição tal que seja 
fácil determinar a hora em qualquer época do ano.  
Quando o Sol está a sul o relógio equatorial marcará as 12ℎ em tempo civil, que corresponde às 
0ℎ de tempo solar.     
Como o período da rotação da terra é de 24ℎ então cada hora corresponde 
360°
24
= 15°. Assim, 
para marcar as horas no relógio equatorial, basta considerar intervalos de 15° a partir da linha de 
hora das 12ℎ de tempo civil (linha de hora das 0ℎ de tempo solar), pois o relógio é simétrico 
(ver a Figura 5.6). 
 
5.3.2 Relógio de Sol horizontal 
Como vimos, num relógio de Sol horizontal, o quadrante, ou plano das horas, é paralelo ao 
plano do horizonte do local para o qual é construído o relógio, e nele é projetada a sombra do 
gnómon que tem a direção do eixo de rotação da Terra. Normalmente, por uma questão de 
estabilidade, o ‘gnómon’ tem a forma de um triângulo retângulo, e será a hipotenusa do 
triângulo que deverá ser paralela ao eixo de rotação. 
O quadrante está, portanto, inclinado relativamente ao plano do Equador, logo o movimento da 
sombra ao longo do dia não é uniforme. Assim, as linhas de hora a traçar no quadrante não vão 
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estar igualmente espaçadas, para além das suas direções dependerem, como vimos, da latitude 
de local onde se pretende instalar o relógio. 
 
Figura 5.7 
Quadrante do relógio de Sol horizontal. Notar que o espaçamento entre as linhas de hora não é constante, 
ao contrário do quadrante do relógio equatorial. 
 
A construção matemática do relógio de Sol implica a marcação rigorosa dos ângulos que as 
linhas das horas fazem com a linha central ou linha do meio-dia.  
Vimos anteriormente que estes ângulos estão relacionados com o ângulo horário do Sol e a 
latitude de lugar. 
Para deduzir estas expressões vamos utilizar três processos: resolvendo um triângulo esférico, 
utilizando a interseção de planos, e resolvendo triângulos planos.   
 
5.3.3 Construção resolvendo um triângulo esférico 
Consideremos a configuração representada na Figura 5.8, na qual está representado o círculo 
horário do Sol, com ângulo horário 𝐻, e o vertical da direção definida pela interseção do círculo 
horário com o plano do horizonte. 
Como o quadrante do relógio é horizontal, a linha de hora que pretendemos desenhar no 
quadrante, e que corresponde à hora solar 𝐻 , é dada pelo azimute da direção da sombra 
projetada pelo gnómon, o qual tem a direção do eixo de rotação da Terra. Ora, essa direção é 
oposta à que resulta da interseção do círculo horário do Sol (definido pelo Sol e pelo gnómon) 
com o plano horizonte, como facilmente se pode verificar pela análise da Figura 5.8.  
Então, o nosso objetivo é encontrar uma relação entre o ângulo horário do Sol 𝐻 (hora solar), 
que é medido no plano do equador, e o azimute da direção da sombra projetada pelo gnómon 
(que tem a direção do eixo de rotação), que se mede no plano do horizonte.  
Para isso vamos resolver o triângulo esférico ilustrado na Figura 5.8, e que por uma questão de 
simplicidade se reproduz na Figura 5.9, onde 𝐻 é o ângulo horário do Sol, ?̅? = 90° − 𝜑 é a co-
latitude do lugar (𝜑 é a latitude) e ?̅? = 360° − 𝐴. Notar que 𝐴 não é o azimute da direção do 
Sol, mas sim o azimute da direção definida pela interseção do círculo horário do Sol com o 
plano do horizonte (que coincide com a direção oposta à direção da sombra projetada pelo 
gnómon). 
 
 73 
 
Figura 5.8 
Ilustração do triângulo esférico a resolver para traçar as linhas de hora num relógio horizontal.  
 
Recorrendo a este triângulo, pretendemos então determinar ?̅?. Utilizando a “lei dos co-senos”, 
para o lado 𝑥 do triângulo, podemos escrever: 
cos(𝑥) = cos 90° cos ?̅? + 𝑠𝑒𝑛 90° 𝑠𝑒𝑛 ?̅? cos ?̅? 
isto é, 
cos(𝑥) = 𝑠𝑒𝑛 ?̅? 𝑐𝑜𝑠?̅?. 
E portanto temos a seguinte relação que nos vai permitir obter o valor de ?̅? conhecendo o valor 
de 𝑥. 
cos ?̅? =  
cos 𝑥
𝑠𝑒𝑛 ?̅?
 
 
Figura 5.9 
Triângulo esférico que permite relacionar o ângulo horário com o azimute do Sol. 
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Para obter 𝑥, vamos utilizar de novo a “lei dos co-senos”, agora para o lado de valor 90°, que 
nos permite escrever sucessivamente: 
cos 90° = cos 𝑥 cos ?̅? + sen 𝑥 sen ?̅? cos𝐻 
- cos 𝑥 cos ?̅? = sen 𝑥 sen ?̅? cos𝐻 
- cos ?̅? = tg 𝑥 sen ?̅? cos𝐻 
tg 𝑥 =  − 
cos ?̅?
sen ?̅? cos𝐻
 
tg 𝑥 =  − 
1
tg ?̅? cos𝐻
 
Temos então que: 
cos ?̅? =
cos 𝑥
sin ?̅?
 
sendo o valor de 𝑥 dado pela relação: 
𝑥 = tg−1 (− 
1
tg ?̅? cos𝐻
) 
Podemos agora calcular para a hora solar 𝐻, o ângulo que a sombra (projetada pelo gnómon), 
faz com direção Norte-Sul, assinalando no quadrante a hora solar, ou a hora civil, 
correspondente. 
Na Tabela 5.1 apresentamos os valores de  𝑥 , ?̅?  e 𝐴 , calculados utilizando as expressões 
anteriores, considerando 𝜑 = 41° e 0ℎ ≤ 𝐻 ≤ 6ℎ  de tempo solar, o que corresponde a uma 
variação entre  as 12ℎ  e as 18ℎ  de tempo civil. Notar que, por questões de simetria, basta 
calcular os valores de 𝑥 e ?̅?, para −6ℎ ≤ 𝐻 ≤ 0ℎ ou para 0ℎ ≤ 𝐻 ≤ 6ℎ. 
 
𝐻⨀ (ℎ) 𝑥 (°) ?̅? (°) 𝐴 = 180° − ?̅? 
0 139,00 180,00 0,00 
1 138,01 170,03 9,97 
2 134,89 159,26 20,75 
3 129,13 146,73 33,27 
4 119,91 131,35 48,65 
5 106,58 112,22 67,78 
6 90,00 90,00 90,00 
 
Tabela 5.1 
Relógio horizontal: valores necessários para o traçado da direção da sombra projetada pelo gnómon, entre 
as 0 e as 6 horas solares, usando um triângulo esférico. 
 
Devemos ainda referir que quando 0ℎ ≤ 𝐻 ≤ 6ℎ, o azimute do Sol, 𝐴⨀, é tal que 
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180° ≤ 𝐴⊙ ≤ 270° 
e, portanto, como a sombra projetada pelo gnómon está na direção oposta, vai ter um azimute 𝐴, 
tal que 
0° ≤ 𝐴 ≤ 90°. 
 
5.3.4 Construção utilizando a interseção de planos 
Como referimos anteriormente o nosso objetivo é determinar o ângulo a marcar entre a direção 
da sombra projetada pelo gnómon e a direção Norte-Sul. Vamos agora fazer essa determinação 
utilizando o método de interseção de planos. 
Seja (𝒪; 𝑥, 𝑦, 𝑧) o referencial para as coordenadas horizontais e (𝒪′; 𝑥′, 𝑦′𝑧′) o referencial para o 
sistema de coordenadas equatoriais locais (Figura 5.10). Notar que 𝒪 ≡ 𝒪′. 
As coordenadas cartesianas de um astro 𝐴, na esfera celeste, escritas em função das coordenadas 
dos dois sistemas referidos, são então: 
𝐴𝒪 ≡ {
𝑥 = cos𝐴 cos ℎ 
𝑦 = sen 𝐴 cos ℎ
𝑧 = sen ℎ           
  
𝐴𝒪′ ≡ {
𝑥′ = cos 𝛿 𝑐𝑜𝑠𝐻 
𝑦′ = cos 𝛿 sen 𝐻
𝑧′ = sen 𝛿            
 
 
Por uma questão de simplificação, mas sem perda de generalidade, já que o importante é o 
circulo horário do Sol, ou o seu ângulo horário 𝐻, vamos considerar que a declinação do Sol é 
𝛿 = 0°, isto é, que o Sol se encontra sobre o plano do Equador. Na realidade, sabemos que ao 
longo do ano a declinação do Sol varia entre −23,5° e 23,5°. 
 
Figura 5.10 
Os referenciais para os sistemas de coordenadas horizontais e equatoriais locais. 
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As coordenadas cartesianas do Sol, no referencial (𝒪′; 𝑥′, 𝑦′𝑧′), são então: 
𝑆𝒪′ ≡ {
𝑥⨀
′ = cos 𝐻⨀
𝑦⨀
′ = sen 𝐻⨀
𝑧⨀
′ = 0           
 
 
Como vimos já na secção anterior, a direção da sombra projetada pelo gnómon, é dada pela 
interseção do plano do círculo horário do Sol com o plano do horizonte.  
No que se segue iremos então obter primeiro as equações dos dois planos, o do horizonte e o do 
circulo horário do Sol, e depois obter a equação da reta definida pela sua interseção. 
Equação do plano do horizonte - No sistema de referência horizontal (𝒪; 𝑥, 𝑦, 𝑧), o plano do 
horizonte é definido de forma simples pela equação 
𝑧 = 0. 
Equação do plano do circulo horário do Sol - Temos agora que obter a equação do plano do 
círculo horário do Sol no mesmo sistema de coordenadas (horizontais locais). Para isso 
comecemos por obter as componentes de um vetor perpendicular a esse plano no referencial 
equatorial. Depois, através das matrizes de transformação de coordenadas, já vistas no Capítulo 
3., obtemos as coordenadas do mesmo vetor em coordenadas horizontais, o que permite escrever 
a equação deste plano no referencial horizontal. Para terminar, intersetamos com o plano 
anterior e definimos assim a direção da sombra do gnómon.  
No sistema equatorial (𝒪′; 𝑥′, 𝑦′𝑧′), o vetor de posição do Sol tem as seguintes componentes:  
?⃗? ⨀ = (cos𝐻⨀,  sen 𝐻⨀, 0)𝒪′ , 
Este vetor define a direção da interseção entre o plano do equador e o plano do círculo horário 
do Sol.  
Note-se que estes dois planos são perpendiculares (por definição). Assim, os vetores ?⃗?  
perpendiculares a ?⃗? ⨀, se estiverem sobre o plano do equador, são também perpendiculares ao 
plano do circulo horário do Sol.  
Calculemos as componentes, no referencial (𝒪′; 𝑥′, 𝑦′𝑧′), dos vetores ?⃗?  perpendiculares a ?⃗? ⨀, 
isto é, 
?⃗? 𝒪′ ≡ (𝑈𝑥′ , 𝑈𝑦′ , 𝑈𝑧′). 
Como os vetores ?⃗? ⨀ e ?⃗?  são perpendiculares, o seu produto escalar é nulo, ou seja, 
?⃗? 𝒪′ ∙ ?⃗? ⨀ = 0 ⟺  𝑈𝑥′ cos𝐻⨀ + 𝑈𝑦′ sen𝐻⨀ +  𝑈𝑧′ × 0 = 0 
Então, os vetores perpendiculares a ?⃗? ⨀ são da forma, 
?⃗? 𝒪′ ≡ {
𝑈𝑥′ = sen 𝐻⨀   
𝑈𝑦′ = −cos 𝐻⨀
𝑈𝑧′ ∈ ℝ              
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Em particular, o vetor ?⃗? 𝒪′  com 𝑈𝑧′ = 0, isto é, 
?⃗? 𝒪′ = (sen𝐻⨀, − cos 𝐻⨀, 0) 
está sobre o Equador, e portanto, para além de ser perpendicular a ?⃗? ⨀, é também perpendicular 
ao plano do circulo horário do Sol.  
Podemos então utilizar este vetor para obter a equação do plano, mas como pretendemos a 
equação do plano no referencial horizontal, vamos primeiro obter as componentes do vetor ?⃗?  
nesse sistema. 
Utilizamos então a composição de transformações que permite passar das coordenadas 
equatoriais locais para as coordenadas horizontais (ver a Secção 3.2.1). 
As componentes do vetor ?⃗? , em (𝒪′; 𝑥′, 𝑦′𝑧′), são, 
?⃗? 𝒪′ = (sen𝐻⨀, − cos 𝐻⨀, 0), 
e em (𝒪; 𝑥, 𝑦, 𝑧) representamo-las por, 
?⃗? 𝒪 ≡ (𝑈𝑥 , 𝑈𝑦 , 𝑈𝑧), 
Então, utilizando a notação da Secção 3.2.1, estas componentes são dadas por 
?⃗? 𝒪 = [𝑅𝐻→𝐸]
−1?⃗? 𝒪′ = [𝑅𝐻→𝐸]
𝑇?⃗? 𝒪′ = 𝑅𝐸→𝐻?⃗? 𝒪′  
onde 𝑅𝐻→𝐸 é a matriz que permite passar das coordenadas horizontais para equatoriais locais, e 
𝑅𝐸→𝐻 é a sua inversa.  
Como tínhamos visto que 
𝑅𝐻→𝐸 = (
−sen 𝜑 0 cos𝜑
0 −1 0
cos𝜑 0 sen 𝜑
) 
e é fácil verificar que 𝑅𝐻→𝐸 = [𝑅𝐻→𝐸]
−1 = 𝑅𝐸→𝐻, tem-se que  
(
𝑈𝑥
𝑈𝑦
 𝑈𝑧 
) = (
−sen 𝜑 0 cos𝜑
0 −1 0
cos𝜑 0 sen 𝜑
) (
sen𝐻⨀
−cos𝐻⨀
 0 
) 
e obtemos: 
?⃗? 𝒪 ≡ {
𝑈𝑥 = −sen 𝜑 sen 𝐻⨀   
𝑈𝑦 = cos 𝐻⨀                   
𝑈𝑧 = cos 𝜑 sen 𝐻⨀       
 
Uma vez que o plano do circulo horário do Sol é perpendicular ao vetor ?⃗? 𝒪, podemos agora 
obter a sua equação. 
De facto para qualquer vetor ?⃗?  pertencente ao plano, com componentes (𝑥, 𝑦, 𝑧) em 𝒪, tem-se: 
(−sen 𝜑 sen 𝐻⨀, cos𝐻⨀, cos𝜑 sen 𝐻⨀ )  ∙  (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 
 78 
 
 O mesmo é dizer que, para qualquer ponto 𝑃 ≡ (𝑥, 𝑦, 𝑧) do plano, terá que ser satisfeita a 
equação: 
−𝑥 sen 𝜑 sen𝐻⨀ + 𝑦 cos𝐻⨀ + 𝑧 cos 𝜑 sen 𝐻⨀ = 0 
ou 
(sen 𝜑 sen𝐻⨀) 𝑥 = (cos𝐻⨀) 𝑦 + (cos 𝜑 sen 𝐻⨀) 𝑧 
É esta a equação do plano do circulo horário do Sol no sistema de coordenadas horizontais. 
Falta apenas intersetar este com o plano com o plano do horizonte, cuja equação, no mesmo 
referencial, é, como vimos, 𝑧 = 0. Para isso temos que resolver o sistema: 
  {
(sen 𝜑 sen𝐻⨀) 𝑥 = (cos𝐻⨀) 𝑦 + (cos 𝜑 sen 𝐻⨀) 𝑧
𝑧 = 0                                                                                       
 
Isto é, ficamos com 
(sen 𝜑 sen𝐻⨀) 𝑥 = (cos𝐻⨀) 𝑦 
ou 
𝑦 = sen 𝜑 
sen𝐻⨀
cos𝐻⨀
  𝑥 
Esta é, portanto, a equação da reta que resulta da interseção dos planos referidos, e que tem a 
direção da sombra projetada pelo gnómon. O seu declive 𝑚 é então dado por: 
𝑚 = sen 𝜑 tg𝐻⨀ 
que é a tangente do ângulo que a reta faz com o eixo 𝒪𝑥, que não é mais do que o azimute da 
sua direção. 
Assim o ângulo que temos que marcar, no quadrante do relógio, entre a direção norte-sul e a 
direção da sombra do gnómon correspondente à hora solar 𝐻⨀, é: 
𝐴 = tg−1(𝑚) = tg−1(sen 𝜑 tg𝐻⨀) 
Tomando 𝜑 = 41°, e para as mesmas horas solares da Tabela 5.1, obtemos, como seria de 
esperar, os mesmos valores para os ângulos pretendidos, como se pode constatar na Tabela 5.2, 
construída utilizando a relação anterior para o cálculo do valor de 𝐴. 
𝐻⨀ (ℎ) 𝐴 = tg
−1(sen 𝜑 tg𝐻⨀)  (°)  
0 0,00 
1 9,97 
2 20,75 
3 33,27 
4 48,65 
5 67,78 
6 90,00 
 
Tabela 5.2 
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Relógio horizontal: os valores necessários para o traçado da direção da sombra projetada pelo gnómon, 
entre as 0 e as 6 horas solares, utilizando a interseção de planos, são os mesmo que obtivemos pelo 
método anterior e que constam da Tabela 5.1. 
5.3.5 Construção resolvendo triângulos planos 
O último método para a marcação da direção da sombra projetada pelo gnómon num quadrante 
horizontal, consiste, como dissemos, na resolução de triângulos planos. Na Figura 5.11 estão 
ilustrados os triângulos que representam a configuração a analisar. 
Nesta figura, onde o ponto 𝐶 representa o centro do quadrante do relógio e o ponto 𝐵 o vértice 
do gnómon, temos: 
 o segmento 𝐶𝐵̅̅ ̅̅  com a direção do eixo de rotação da Terra, que é a direção do gnómon; 
 o segmento 𝐶𝑁̅̅ ̅̅  com a direção sul-norte (resultante da interseção do plano do meridiano 
com o horizonte), sendo, portanto, a direção da sombra do gnómon às  0ℎ de tempo 
solar (𝐻⨀ = 0
ℎ); 
 o segmento 𝑁𝑆̅̅ ̅̅  com a direção oeste-este; 
 o segmento 𝐶𝑆̅̅̅̅  com a direção da sombra projetada pelo gnómon quando 𝐻⨀ = 𝐻. 
Por outro lado,  
 o triângulo 𝐶𝑁𝑆 está no plano do quadrante do relógio horizontal; 
 o triângulo 𝐶𝑁𝐵 pertence ao plano do meridiano do lugar; 
 o triângulo 𝐵𝑁𝑆 é perpendicular ao eixo de rotação da Terra (𝐶𝐵̅̅ ̅̅ ), e portanto paralelo 
ao plano do equador. 
 
Figura 5.11 
Ilustração dos triângulos planos a resolver para se obter o ângulo 𝐴, entre a sombra do gnómon, 
representada pelo segmento 𝐶𝑆̅̅̅̅ , e a direção sul-norte (𝐶𝑁̅̅ ̅̅ ), ou seja, o azimute da sombra. 
 
Quantos aos ângulos representados, 
 o ângulo ϕ é a latitude do lugar; 
 o ângulo 𝐻 é o ângulo horário do Sol quando a sombra do gnómon se projeta em 𝐶𝑆̅̅̅̅ ; 
 o ângulo 𝐴 é o azimute da direção da sombra projetada pelo gnómon (𝐶𝑆̅̅̅̅ ), e é o ângulo o que 
pretendemos conhecer. 
Assim, sabemos que 
∠ 𝐶𝑁𝑆 = ∠ 𝐶𝐵𝑁 = ∠ 𝐶𝐵𝑆 = ∠ 𝐵𝑁𝑆 = 90° 
e podemos escrever  
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senϕ =
𝐵𝑁̅̅ ̅̅
𝐶𝑁̅̅ ̅̅
 
sen𝐻 =
𝑁𝑆̅̅ ̅̅
𝐵𝑆̅̅̅̅
      e     cos𝐻 =
𝐵𝑁̅̅ ̅̅
𝐵𝑆̅̅̅̅
     ⟹    tg 𝐻 =
𝑁𝑆̅̅ ̅̅
𝐵𝑁̅̅ ̅̅
 
sen𝐴 =
𝑁𝑆̅̅ ̅̅
𝐶𝑆̅̅̅̅
      e     cos𝐴 =
𝐶𝑁̅̅ ̅̅
𝐶𝑆̅̅̅̅
     ⟹    tg 𝐴 =
𝑁𝑆̅̅ ̅̅
𝐶𝑁̅̅ ̅̅
 
 
É fácil agora verificar que 
senϕ tg𝐻
tg 𝐴
= 1 
e portanto 
tg 𝐴 = senϕ tg𝐻 
ou seja, o ângulo 𝐴 que pretendíamos conhecer, é dado por, 
𝐴 = tg−1(sen ϕ tg𝐻) 
que, como seria de esperar, é a mesma relação que aquela que foi obtida no final da secção 
anterior. 
Vimos assim três métodos distintos que permitem traçar as linhas de hora no quadrante de um 
relógio de Sol horizontal.  
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CAPÍTULO 6 
 
MOVIMENTOS ESPACIAIS DAS ESTRELAS 
 
6.1 INTRODUÇÃO 
Quando introduzimos os sistemas de coordenadas utilizados em astronomia, considerámos fixas 
as direções das estrelas na esfera celeste, isto é, considerámos como constantes as suas 
coordenadas equatoriais celestes: a ascensão reta 𝛼, e a declinação 𝛿. Para além disso também 
não nos preocupámos com as distâncias a que as estrelas se encontram, pois apenas interessava 
considerar as suas direções.  
Mas na verdade, uma estrela não se mantém numa posição fixa, já que está sujeita a diversas 
interações, sobretudo interações gravitacionais, com outros objetos celestes. Essas interações, 
são responsáveis pela variação da posição da estrela no espaço tridimensional. 
Assim, é conveniente considerar as variações que sofrem as coordenadas duma estrela, no nosso 
caso vamos considerar as coordenadas equatoriais celestes (𝛼 ,𝛿), bem como a variação da 
distância a que se encontram. São essas variações, habitualmente designadas por movimentos 
espaciais das estrelas, que a seguir vamos analisar.  
Devido às grandes distâncias a que as estrelas se encontram as variações angulares que sofrem 
as suas posições são bastante pequenas, no entanto, ao efetuarmos observações em intervalos de 
tempo suficientemente alargados é possível detetar essas mesmas variações.   
 
6.2 O VETOR VELOCIDADE DE UMA ESTRELA  
Comecemos por considerar o vetor de posição 𝐫 , de uma estrela E, cujas coordenadas 
equatoriais celestes são (𝛼, 𝛿 ), e que se encontra situada a uma distância 𝑟 =  |𝐫| , como 
esquematicamente se representa na Figura 6.1. 
 
Figura 6.1 
Referencial cartesiano onde se representa esquematicamente a posição de uma estrela E (vetor de posição 
r). As coordenadas equatoriais celestes da estrela são (𝛼, 𝛿), e a sua distância é 𝑟 =  |𝐫|. 
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Em coordenadas cartesianas, as componentes (𝑟𝑥 , 𝑟𝑦 , 𝑟𝑧) deste vetor, são dadas por: 
 
    𝑟 ≡
{
 
 
 
 
𝑟𝑥   =   𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝛿) cos (𝛼)
 
𝑟𝑦   =   𝑟 cos(𝛿) sin(𝛼) 
 
𝑟𝑧   =   𝑟 sin(𝛿)               
                                               (6.1) 
 
Assim, para obter o vetor velocidade da estrela (𝐕), basta derivar em ordem ao tempo o vetor de 
posição 𝐫, ou seja:   
                      𝐕 =
d𝐫
dt
                                                                  (6.2)        
cujas componentes no mesmo referencial são dadas por (ver a Figura 6.2): 
                        V ≡
{
 
 
 
 𝑉𝑥  =  
𝑑𝑟𝑥
𝑑𝑡
𝑉𝑦  =  
𝑑𝑟𝑦
𝑑𝑡
𝑉𝑧  =  
𝑑𝑟𝑧
𝑑𝑡
                                                             (6.3) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.2 
Componentes do vetor velocidade de uma estrela E, num referencial cartesiano. 
 
Efetuando a derivação, obtemos:  
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V ≡
{
 
 
 
 𝑉𝑥 =
𝑑𝑟𝑥
𝑑𝑡
= ?̇? cos(𝛿) cos(𝛼) − 𝑟 ?̇? sin(𝛿) cos(𝛼) − 𝑟 ?̇? cos(𝛿) sin(𝛼)
            
𝑉𝑦 =
𝑑𝑟𝑦
𝑑𝑡
= ?̇? cos(𝛿) sin(𝛼) − 𝑟 ?̇? sin(𝛿) sin(𝛼) + 𝑟 ?̇? cos(𝛿) cos(𝛼) 
           
𝑉𝑧 =
𝑑𝑟𝑧
𝑑𝑡
= ?̇? sin(𝛿) + 𝑟?̇? cos(𝛿)                                                                   
                        (6.4)  
onde  
?̇? =
𝑑𝑟
𝑑𝑡
 
e analogamente para as outras variáveis. 
 
As expressões (6.4), permitem-nos, pois, obter as componentes do vetor velocidade da estrela 
num referencial cartesiano. 
Se, por outro lado, estivermos interessados apenas no módulo do vetor velocidade da estrela, 
dado por 𝑉 = |𝑽|, podemos obtê-lo, como habitualmente, utilizando as componentes escritas 
em (6.4), isto é: 
     𝑉2 = 𝑉𝑥
2 + 𝑉𝑦
2
+ 𝑉𝑧
2                                               (6.5)     
 
6.3 O MOVIMENTO PRÓPRIO DAS ESTRELAS  
Apesar da complexidade aparente das componentes do vetor velocidade, ao efetuar a soma no 
segundo membro da expressão (6.5), verificamos que o resultado se simplifica bastante, e 
ficamos apenas com: 
        𝑉2 = ?̇?2 + 𝑟2?̇?2 + 𝑟2cos2(𝛿)?̇?2                                      (6.6)  
Esta expressão mostra-nos que podemos pensar num referencial no qual o vetor 𝑽 tem as três 
componentes seguintes: 
     𝑽 ≡ {
𝑉𝑟 = ?̇?                   
𝑉𝛿 =  𝑟?̇?                 
𝑉𝛼 =  𝑟 cos(𝛿) ?̇?   
        (6.7) 
que não são mais de que as componentes do vetor velocidade em coordenadas esféricas. 
Uma vez que, como sabemos, ?̇? é a chamada velocidade radial 𝑉𝑟, podemos inferir que  
𝑉𝛿 =  𝑟?̇?, 
e   
𝑉𝛼  =  𝑟 cos (𝛿)?̇?, 
serão as componentes da chamada velocidade transversal, ou velocidade tangencial, 𝑉𝑡 .   
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Na verdade, estas componentes, sendo perpendiculares à componente radial, definem um plano 
ortogonal à direção radial, e, portanto, esse plano é tangente à esfera de raio r, na posição da 
estrela, como se ilustra na Figura 6.3.  
Assim, podemos escrever 𝑉 na forma: 
                           𝑉2 = 𝑉𝑟
2 + 𝑉𝑡
2                      (6.8) 
onde 
            𝑉𝑡
2 = 𝑟2?̇?2 + 𝑟2𝑐𝑜𝑠2(𝛿)?̇?2              (6.9) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.3 
Representação das componentes do vetor velocidade de uma estrela E, em coordenadas polares esféricas. 
Estão representadas a velocidade total, a velocidade radial e a velocidade tangencial, bem como as 
componentes em declinação e em ascensão reta da velocidade tangencial. 
 
Notar que ?̇? =
𝑑𝛿
𝑑𝑡
, é a velocidade angular que a estrela teria se r e 𝛼 se mantivessem constantes, 
descrevendo a estrela, nesse caso, um arco de círculo horário. Esta velocidade angular é 
normalmente designada por movimento próprio em declinação e representa-se por 𝜇𝛿, ou seja: 
 
                          ?̇? ≡ 𝜇𝛿          (6.10)
     
Da mesma forma, ?̇? =
𝑑𝛼
𝑑𝑡
 é a velocidade angular que a estrela teria se r e 𝛿 se mantivessem 
constantes. Neste caso a estrela descreveria um arco de círculo de declinação (paralelo). A 
velocidade angular em ascensão reta é designada por movimento próprio em ascensão reta e é 
representada por 𝜇𝛼, isto é: 
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          ?̇? ≡ 𝜇𝛼                     (6.11)
  
Atendendo a (6.10) e (6.11), a expressão (6.9) ficará então escrita na forma: 
                𝑉𝑡
2 = 𝑟2𝜇𝛿
2 + 𝑟2𝑐𝑜𝑠2(𝛿)𝜇𝛼
2                    (6.12) 
ou ainda:  
                𝑉𝑡
2 = 𝑟2[𝜇𝛿
2 + 𝑐𝑜𝑠2(𝛿)𝜇𝛼
2]                     (6.13) 
Esta expressão mostra que, por unidade de tempo, a direção da estrela sofre uma variação 
angular total que é dada por (ver a figura 5.4): 
        𝜇2 = 𝜇𝛿
2 + 𝑐𝑜𝑠2(𝛿)𝜇𝛼
2                     (6.14) 
sendo 𝜇 designado por movimento próprio (total) da estrela. 
 
Figura 6.4 
Nesta figura representamos a velocidade espacial (total) de uma estrela, e as suas componentes radial e 
tangencial. Representamos ainda o movimento próprio total 𝜇, e o ângulo ϕ, entre a direção de 
observação e a direção da velocidade da estrela, que permite relacionar as três velocidades representadas. 
 
Assim, temos: 
     𝑉𝑡
2 = 𝑟2𝜇2        (6.15) 
ou 
     𝑉𝑡 = 𝑟𝜇        (6.16) 
 
Como estamos a falar de quantidades físicas observadas, convém dizer algo sobre as unidades 
que usualmente se utilizam neste tipo de problemas. 
Nas expressões anteriores considerámos sempre as medidas angulares em radianos. Por outro 
lado, não especificámos ainda a unidade de tempo utilizada. 
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No que diz respeito às medidas angulares, é normalmente utilizado o segundo de arco para os 
movimentos em declinação, e o segundo de tempo para os movimentos em ascensão reta.  
Quanto à unidade de tempo, deve ser referido que, atendendo à ordem de grandeza das 
quantidades envolvidas, se considera o ano como a unidade de tempo mais aconselhável.  
Assim, teremos o movimento próprio em declinação usualmente dado em segundos de arco por 
ano (´´/ano), e o movimento próprio em ascensão reta em segundos de tempo por ano (s/ano).  
O movimento próprio total (à semelhança do movimento próprio em declinação), é 
normalmente dado em segundos de arco por ano (´´/ano), tal como se indica na Tabela 6.1. 
 
movimento unidades 
𝜇𝛿 ´´/ano 
𝜇𝛼 s/ano 
𝜇 ´´/ano 
 
Tabela 6.1 
Unidades utilizadas nos movimentos angulares considerados. 
 
Teremos assim que ter cuidado com as unidades, em particular sempre que utilizarmos relações 
onde intervenham simultaneamente 𝜇𝛿 e  𝜇𝛼, como por exemplo na relação (6.14). 
A equação (6.16) permite obter a velocidade tangencial de uma estrela, conhecida a sua 
distância 𝑟 e o seu movimento próprio total 𝜇. Notar que aquela equação é válida se 𝜇 estiver 
em radianos por unidade de tempo, e que, como dissemos, neste tipo de problema a unidade de 
tempo normalmente utilizada é o ano.  
Por outro lado, como habitualmente as distâncias às estrelas são dadas em parsec, a velocidade 
tangencial viria em pc/ano , unidades estas que não são as normalmente utilizadas para a 
velocidade.  
Vamos por isso obter uma expressão, que é função da distância e do movimento próprio, e que 
nos permite calcular a velocidade tangencial nas unidades mais normalmente utilizadas para a 
velocidade, isto é, em Km/s.  
Nessa expressão, a distância e o movimento próprio serão dados também nas suas unidades 
mais usuais, ou seja, em pc e ´´/ano, respetivamente. 
Notemos em primeiro lugar que: 
      𝜇 (rad/ano) =
𝜇 (´´/ano)
206265
                      (6.17) 
e que 
          𝑟  (Km/ano) = 𝑟 (𝑝𝑐) x 3.086 x 1013                                                   
(6.18) 
Assim, em Km/ano, a velocidade tangencial será escrita na forma: 
             𝑉𝑡 (Km/ano) = [3.086 × 10
13 𝑟 (pc)]
𝜇 (´´/ano)
206265
        (6.19) 
Atendendo que: 
 87 
                     1 ano = 3.15576 x 107 s                                            (6.20) 
podemos finalmente escrever a expressão procurada para a velocidade tangencial, isto é: 
                       𝑉𝑡 (Km/s) = [3.086 × 10
13 𝑟 (pc)]
𝜇 (´´/ano)
206265
1
3.15576×107
                                       
(6.21) 
e efetuando os cálculos, obtemos: 
     𝑉𝑡 = 4.74 𝑟 𝜇                     (6.22) 
Esta equação permite então obter diretamente a velocidade tangencial de uma estrela em Km/s, 
conhecendo a distância em pc (parsec), e o movimento próprio total em ′′/ano. 
Já que muitas vezes dispomos da paralaxe da estrela Π, e uma vez que a paralaxe é função da 
distância, podemos, em alternativa, escrever a relação anterior em função da paralaxe.  
De fato, se a paralaxe Π for dada em segundos de arco, temos (ver o Capítulo 4): 
     𝑟 (pc) =
1
𝚷′′
                     (6.23) 
e a equação anterior virá escrita na forma: 
                             𝑉𝑡 = 4.74 
𝜇
𝚷
 ,                    (6.24) 
sendo Π a paralaxe da estrela em segundos de arco, e mantendo-se as unidades para as outras 
quantidades, isto é  𝑉𝑡 em Km/s, e  𝜇 em ′′/ano.  
Concluímos assim que a velocidade tangencial, ou transversal, de uma estrela pode ser 
calculada utilizando dados obtidos diretamente da observação, como são o movimento próprio 
total da estrela, e a sua paralaxe. 
Vejamos agora quais são as componentes, em coordenadas cartesianas, dos vetores velocidade 
radial e velocidade tangencial da estrela.  
Para obter essas componentes podemos projetar nos três eixos cartesianos cada um dos vetores 
anteriores, e, portanto, basta que tenhamos em atenção algumas considerações de ordem 
geométrica. 
Na Figura 6.5 representamos esquematicamente o vetor velocidade radial 𝑉𝑟 , e o vetor 
velocidade tangencial 𝑉𝑡, de uma estrela E, à distância 𝑟 =  |𝐫|, e de coordenadas equatoriais 
celestes (𝛼, 𝛿). 
É fácil concluir que o vetor velocidade radial se encontra no plano do círculo horário da estrela, 
isto é, num plano de ascensão reta 𝛼, constante.  
Por outro lado, o vetor velocidade tangencial, como o nome indica, está num plano tangente à 
esfera de raio r, na posição da estrela.
2
  
                                                          
2 Note-se que numa vizinhança suficientemente pequena da posição da estrela, podemos fazer a análise do problema quer na 
superfície da estrela quer no seu plano tangente, isto é, sempre que o afastamento entre ambos não seja significativo. Ora tendo 
em conta os valores usuais de 𝑟, de 𝑉𝑟  e de 𝑉𝑡, verificamos que são satisfeitas aquelas condições. 
 
 88 
Este vetor foi decomposto em duas componentes que designamos por velocidade tangencial em 
ascensão reta Vα e velocidade tangencial em declinação Vδ. O vetor  Vδ é tangente ao círculo 
horário da estrela e portanto está no mesmo plano da velocidade radial, enquanto que o vetor 
velocidade tangencial em ascensão reta é tangente ao círculo de declinação da estrela (paralelo 
ao plano do equador).  
 
Figura 6.5 
Decomposição do vetor velocidade espacial de uma estrela E, nas suas componentes radial e tangencial. 
O vetor velocidade tangencial, por seu lado, está também decomposta nas suas componentes em ascensão 
reta e declinação,  Vα e  Vδ respetivamente. 
 
Na Figura 6.6 representamos o plano do círculo horário da estrela. Pela análise da figura 
podemos concluir que o vetor velocidade tangencial em declinação Vδ, pode ser decomposto em 
duas componentes: uma segundo o eixo 𝒪𝑧, que representamos por 𝑉𝛿(𝑧), e outra que pertence 
ao plano do equador, o plano 𝑥𝒪𝑦, e que representamos por 𝑉𝛿(𝑥𝑦).  
É fácil verificar que  
                         𝑉𝛿 = 𝑟𝜇𝛿 ,                     (6.25) 
e, portanto, teremos: 
    𝑉𝛿(𝑧) = 𝑉𝛿 cos(𝛿) = 𝑟𝜇𝛿 cos(𝛿),                   (6.26) 
e 
    𝑉𝛿(𝑥𝑦) = Vδ sin(𝛿) = 𝑟𝜇𝛿 sin(𝛿).                  (6.27) 
O vetor 𝑉𝛿(𝑥𝑦) pode agora ser projetado nos eixos 𝒪𝑥 e 𝒪𝑦, tal como se ilustra na Figura 6.7.  
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Figura 6.6 
Plano do círculo horário da estrela, onde se ilustra a decomposição de 𝑉𝛿(𝑧) e 𝑉𝛿(𝑥𝑦). 
Pela análise desta figura verificamos que: 
                 𝑉𝛿(𝑥) = −𝑉𝛿(𝑥𝑦) cos(𝛼) = −𝑟𝜇𝛿 sin(𝛿) cos(𝛼),                  (6.28)  
e que 
               𝑉𝛿(𝑦) = −𝑉𝛿(𝑥𝑦) sin(𝛼) = −𝑟𝜇𝛿 sin(𝛿) sin(𝛼).       (6.29) 
Assim as três componentes cartesianas do vetor velocidade tangencial em declinação  𝑉𝛿, são 
dadas por: 
                 Vδ ≡ {
𝑉𝛿(𝑥) =  −𝑟𝜇𝛿 sin(𝛿) cos(𝛼)
𝑉𝛿(𝑦)  =   −𝑟𝜇𝛿 sin(𝛿) sin(𝛼)
𝑉𝛿(𝑧)  =   𝑟𝜇𝛿 cos(𝛿)                
       (6.30) 
Quanto às componentes cartesianas do vetor velocidade tangencial em ascensão reta 𝑉𝛼 , 
Consideremos de novo o plano do círculo de declinação da estrela, ou plano do paralelo da 
estrela. Como dissemos anteriormente, o vetor 𝑉𝛼 pertence a este plano, tal como se representa 
na Figura 6.8.  
Assim, a sua componente segundo o eixo 𝒪𝑧 é nula, isto é: 
         𝑉𝛼(𝑧) = 0.         (6.31) 
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Figura 6.7 
Plano do círculo de declinação da estrela, onde se ilustra a decomposição de 𝑉𝛿(𝑥𝑦) nas suas componentes 
𝑉𝛿(𝑥) e 𝑉𝛿(𝑦). 
 
 
Figura 6.8 
Plano do círculo de declinação da estrela, onde se ilustra a decomposição de 𝑉𝛼  nas suas componentes 
𝑉𝛼(𝑥) e 𝑉𝛼(𝑦). 
 
Por outro lado, pela análise da figura, imediatamente se conclui que as suas componentes 
segundo os eixos 𝒪𝑥 e 𝒪𝑦, são respetivamente dadas por: 
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                 𝑉𝛼(𝑥) = −𝑉𝛼 sin(𝛼) = −𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝛿) 𝜇𝛼 sin(𝛼),        
(6.32) 
e 
                 𝑉𝛼(𝑦) = 𝑉𝛼 cos(𝛼) = 𝑟 cos (𝛿) 𝜇𝛼 cos(𝛼).         
(6.33) 
Notar que, nas expressões anteriores, o fator 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝛿), é o raio do círculo de declinação da 
estrela considerada. 
Temos então as três componentes cartesianas do vetor velocidade tangencial em ascensão reta 
V𝛿, dadas por: 
                 Vα ≡ {
𝑉𝛼(𝑥) = −𝑟 cos(𝛿) 𝜇𝛼  sin(𝛼)
𝑉𝛼(𝑦) = 𝑟 cos(𝛿) 𝜇𝛼 cos(𝛼)    
𝑉𝛼(𝑧) = 0                                     
         
(6.34) 
Assim, atendendo a que 
                𝑉𝑡 = 𝑉𝛼 + 𝑉𝛿          
(6.35) 
e utilizando as relações escritas em (6.30) e (6.34), podemos escrever as componentes 
cartesianas do vetor velocidade 𝑉𝑡: 
              𝑉𝑡 ≡
{
 
 
 
 
 𝑉𝑡(𝑥) = 𝑉𝛿(𝑥) + 𝑉𝛼(𝑥) = −𝑟𝜇𝛿 sin(𝛿) cos(𝛼) − 𝑟 𝜇𝛼 cos(𝛿) sin (𝛼)
           
𝑉𝑡(𝑦) = 𝑉𝛿(𝑦) + 𝑉𝛼(𝑦) = −𝑟𝜇𝛿 sin(𝛿) sin(𝛼) + 𝑟 𝜇𝛼 cos(𝛿) cos(𝛼)
 
𝑉𝑡(𝑧) = 𝑉𝛿(𝑧) + 𝑉𝛼(𝑧) = 𝑟 𝜇𝛿 cos(𝛿)                                                         
      
(6.36)    
Vejamos agora as componentes do vetor velocidade radial 𝑉𝑟.  
Como vimos, este vetor situa-se no plano do círculo horário da estrela, tal como ilustramos na 
Figura 6.9. Como podemos verificar por esta figura, o vetor 𝑉𝑟 pode ser decomposto em duas 
componentes.  
Uma é a componente cartesiana segundo o eixo 𝒪𝑧 
                𝑉𝑟(𝑧) = 𝑉𝑟 sin (𝛿)                      
(6.37) 
A outra situa-se no plano 𝑥𝒪𝑦, designamo-la por 𝑉𝑟(𝑥𝑦), e é dada por: 
              𝑉𝑟(𝑥𝑦) = 𝑉𝑟 cos (𝛿)          
(6.38) 
As componentes cartesianas deste último vetor, 𝑉𝑟(𝑥𝑦), podem inferir-se a partir da análise da 
Figura 6.10. 
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Figura 6.9 
Plano do círculo horário da estrela, onde se ilustra a decomposição de Vr nas suas componentes  𝑉𝑟(𝑧) e 
𝑉𝑟(𝑥𝑦). 
Assim, podemos escrever: 
                   𝑉𝑟(𝑥) = 𝑉𝑟(𝑥𝑦) cos(𝛼) = 𝑉𝑟 cos(𝛿) cos(𝛼),        
(6.39) 
e 
                   𝑉𝑟(𝑦) = 𝑉𝑟(𝑥𝑦) sin(𝛼) = 𝑉𝑟 cos(𝛿) sin(𝛼),                                  
(6.40) 
isto é, como seria de esperar, para o vetor velocidade radial temos as seguintes componentes 
cartesianas: 
                          𝑉𝑟 ≡ {
𝑉𝑟(𝑥)   =   𝑉𝑟 cos(𝛿) cos (𝛼)
𝑉𝑟(𝑦)   =   𝑉𝑟 cos(𝛿) sin (𝛼)
𝑉𝑟(𝑧)   =   𝑉𝑟 sin(𝛿)              
                                          
(6.41) 
Finalmente, atendendo a que: 
     𝑉 = 𝑉𝑡 + 𝑉𝑟                       
(6.42) 
podemos escrever as componentes do vetor velocidade espacial da estrela em coordenadas 
cartesianas, a partir das componentes que obtivemos para os vetores velocidade radial, relações 
escritas em (6.41), e velocidade tangencial, relações escritas em (6.36): 
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             V ≡
{
 
 
 
 
𝑉𝑥 = 𝑉𝑟 cos(𝛿) cos(𝛼) − 𝑟𝜇𝛿 sin(𝛿) cos(𝛼) − 𝑟 𝜇𝛼 cos(𝛿) sin(𝛼)
                     
𝑉𝑦 = 𝑉𝑟 cos(𝛿) sin(𝛼) − 𝑟𝜇𝛿 sin(𝛿) sin(𝛼) + 𝑟 𝜇𝛼 cos(𝛿) cos(𝛼) 
                             
𝑉𝑧 = 𝑉𝑟 sin(𝛿) 𝑟 𝜇𝛿 cos(𝛿)                                                                        
       
(6.43) 
 
 
 
Figura 6.10 
Plano do círculo de declinação da estrela, onde se ilustra a decomposição de  𝑉𝑟(𝑥𝑦) nas suas componentes 
cartesianas 𝑉𝑟(𝑥) e 𝑉𝑟(𝑦). 
 
Então, sabendo que, 
     {
𝑉𝑟  =   ?̇?
𝑉𝛼  =   ?̇?
𝑉𝛿  =   ?̇?
                       
(6.44) 
facilmente se verifica que as expressões que havíamos obtido anteriormente por derivação do 
vetor de posição da estrela, e escritas em (6.4), são as mesmas que acabámos de obter, isto é, as 
relações (6.43). 
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CAPÍTULO 7 
 
CONCLUSÕES 
 
A dissertação agora apresentada pretende fazer uma espécie de viagem histórica no que 
se refere às aplicações dos conhecimentos de trigonometria a alguns problemas no 
campo da astronomia, sublinhando a importância da matemática, e em particular da 
trigonometria, no desenvolvimento da ciência da astronomia. A origem e 
desenvolvimento da trigonometria estão assim fortemente ligados ao estudo da 
astronomia que utilizou sistematicamente a trigonometria como ferramenta essencial 
para o seu estudo durante cerca de 2000 anos. 
Problemas de astronomia ligados, por exemplo, à construção de calendários, à 
determinação das estações, à previsão de eclipses ou ao estabelecimento do começo do 
mês lunar, são apenas alguns exemplos de problemas neste âmbito, que não teria sido 
possível resolver sem a aplicação prática da trigonometria. 
Desde sempre que os nossos antepassados se preocuparam em compreender a natureza e 
os fenómenos que com ela se relacionam na sua globalidade e, em particular, os 
fenómenos relacionados com o Sol, a Lua, a Terra e outros planetas do nosso Sistema 
Solar e também outras estrelas para além do Sol. 
O desenvolvimento inicial da trigonometria foi feito essencialmente para resolver 
problemas relacionados com a Astronomia, de tal forma que, nesses tempos, o 
desenvolvimento de uma área estava intimamente ligado com o desenvolvimento da 
outra.  
A trigonometria continua ainda hoje a ter aplicações na esfera da astronomia. Umas 
mais importantes do que outras, naturalmente, mas podemos dizer que a astronomia não 
seria possível sem a trigonometria. Daí a importância da utilização da trigonometria na 
astronomia, a qual, neste trabalho, foi segmentada nos seguintes tópicos: 
 Nos capítulos dois, três e cinco, apresentam-se a utilização da trigonometria nas 
direções observadas como: coordenadas horizontais locais, coordenadas 
equatoriais locais e coordenadas equatoriais celestes. Nas coordenadas 
horizontais locais utiliza-se trigonometria para medir o azimute e a altura e nas 
coordenadas equatoriais locais e coordenadas equatoriais celestes, é para medir o 
ângulo horário, a ascensão reta e a declinação. Além disso, também a usamos na 
determinação e divisões de tempos relacionado com o ângulo horário do Sol e a 
latitude do lugar. 
 Nos capítulos quatro e seis, fala-se na implementação da trigonometria nas 
determinações das distâncias aos astros visíveis na esfera celeste, sobretudo para 
o caso das distâncias estelares, e é utilizada também para determinar a os 
pequenos movimentos angulares das estrelas, ou que normalmente é designado 
por movimento próprio das estrelas. 
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Esta pesquisa tornou-se muito interessante para mim, pois através dela, poderei 
aumentar e melhorar os meus conhecimentos no âmbito da matemática, na área 
específica da trigonometria e a sua aplicação na astronomia que é sempre uma área 
motivadora para o aprofundar de conhecimentos científicos.  
Antes de o realizar, os meus conhecimentos sobre estes assuntos eram parcos e 
limitavam-se à trigonometria plana. Depois, ao desenvolver este trabalho, fui 
percebendo que a trigonometria era bem mais vasta alargando-se para além da 
trigonometria plana, fazendo abordagens interessantes no campo da trigonometria 
esférica.  
Enquanto estudante, no ensino básico e ensino secundário, aprendi que para determinar 
a distância entre a Terra e o Sol e entre a Terra e a Lua bastava utilizar um radar ou uma 
máquina específica. Agora entendo que a matemática também é uma ferramenta 
importante na medição de distâncias entre os astros no universo e entre os astros e a 
Terra.  
Daí a importância e o interesse da realização, e pesquisa exaustiva levada a cabo com a 
realização deste trabalho, porque comecei a compreender melhor a trigonometria e 
conhecer também os astros do universo, e a aplicação da trigonometria esférica. Por isso, 
gostaria de sugerir às entidades competentes do meu País, Timor Leste, a introdução dos 
conteúdos relacionados com a Astronomia nos currículos disciplinares, quer no ensino 
básico, quer no ensino secundário. Espero que, futuramente, haja uma maior 
investigação neste campo e que surjam novos estudiosos para que o conhecimento sobre 
o tema se alargue na sociedade científica de Timor Leste. 
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